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Prefata

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului ”Formarea cadrelor
didactice universitare si a studentilor in domeniul utilizarii unor instrumente
moderne de predare-invatare-evaluare pentru disciplinele matematice, in
vederea crearii de competente performante si practice pentru piata muncii”,
POSDRU/56/1.2/S/32768. Finantat din Fondul Social European si imple-
mentat de catre Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului,
in colaborare cu The Red Point, Oameni si Companii, Universitatea din Bu-
curesti, Universitatea Tehnica de Constructii din Bucuresti, Universitatea
”Politehnica” din Bucuresti, Universitatea din Pitesti, Universitatea Tehnica
”Gheorghe Asachi” din ITagi, Universitatea de Vest din Timigoara, Universi-
tatea " Dunarea de Jos” din Galati, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca,
Universitatea ”1 Decembrie 1918” din Alba-Iulia, proiectul contribuie in
mod direct la realizarea obiectivului general al Programului Operational Sec-
torial de Dezvoltare a Resurselor Umane - POSDRU si se inscrie in domeniul
major de interventie 1.2 Calitate in Invatamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor
matematice la cerintele pietei muncii gi crearea de mecanisme si instrumente
de extindere a oportunitatilor de invatare. Evaluarea nevoilor educationale
obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate de utilizarea matematicii
in Invatamantul superior, masterate si doctorate precum si analizarea efi-
cacitatii si relevantei curriculelor actuale la nivel de performanta si eficienta,
in vederea dezvoltarii de cunostinte si competente pentru studentii care
invata discipline matematice in universitati, reprezinta obiective specifice
de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea §i armonizarea curriculelor
universitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de pe piata
muncii, elaborarea gi implementarea unui program de formare a cadrelor
didactice si a studentilor interesati din universitatile partenere, bazat pe
dezvoltarea gi armonizarea de curriculum, crearea unei baze de resurse ino-
vative, moderne si functionale pentru predarea-invatarea-evaluarea in disci-
plinele matematice pentru invatamantul universitar sunt obiectivele speci-
fice care au ca raspuns materialul de fata. Formarea de competente cheie
de matematica si informatica presupune crearea de abilitati de care fiecare
individ are nevoie pentru dezvoltarea personala, incluziune sociala si insertie
pe piata muncii. Se poate constata insa ca programele disciplinelor de
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matematicad nu au Intotdeauna in vedere identificarea si sprijinirea elevilor
si studentilor potential talentati la matematica. Totusi, studiul matematicii
a evoluat 1n exigente pana a ajunge sa accepte provocarea de a folosi noile
tehnologii in procesul de predare-invatare-evaluare pentru a face matematica
mai atractivd. In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotita de
analiza metodelor si instrumentelor folosite pentru identificarea gi motivarea
studentilor talentati la matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor
de masa, cat si celor de elita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea
unor schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri:
informarea unui numar cat mai mare de membri ai societatii in legatura cu
rolul si locul matematicii in educatia de baza in instructie si in descoperirile
stiintifice menite sa imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popularizarea
unor mari descoperiri tehnice, §i nu numai, In care matematica cea mai
avansata a jucat un rol hotarator. De asemenea, se urmareste evidentierea
a noi motivatii solide pentru invatarea si studiul matematicii atat la nivelele
de baza, cat si la nivel de performanta; stimularea creativitatii si formarea la
viitorii cercetatori matematicieni a unei atitudini deschise fata de Insusirea
aspectelor specifice din alte stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe
mixte de cercetare sau a abordarii unei cercetari interdisciplinare gi multi-
disciplinare; identificarea unor forme de pregatire adecvata de matematica
pentru viitorii studenti ai disciplinelor matematice, in scopul utilizarii la
nivel de performantd a aparatului matematic in construirea unei cariere
profesionale.
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Capitolul 1
Multimi si relatii

Presupunem cunoscute notiunile de multime gi operatiile elementare cu
multimi ca i notiunile fundamentale de functie si de compunere a functiilor.

Relatie binara . O relatie (binard) pe o multime E este o submultime
a produsului cartezian E x E.

Relatie de ordine. O relatie R pe F este o relatie de ordine daca :

i) (z,y) € R pentru orice x € R (reflexivitate).
ii) (z,y) € Rsi (y,z) € R implicd z = y (antisimetric).
iii) (z,y) € R, (y,z) € R implica (z, z) € R (tranzitivitate).

Se foloseste, in general, notatia xRy in loc de (x,y) € R.

Exemple.

i) Relatia de incluziune intre submultimile unei multimi.

ii) Relatia de ”<” pe multimea numerelor reale R.

In cele ce urmeaza ne vom limita la aceasta , din urma , relatie de ordine.

Majorant, minorant, margine superioara , margine inferioara .
Dacd A C R este o submultime nevida , un numar ¢ € R este un majorant
al multimii A dacid z < a pentru orice x € A (similar se obtine notiunea
de minorant). Cel mai mic maorant (daca exista !) al multimii A se
numeste marginea superioara a multimii A si se noteaza sup A (analog,
cel mai mare minorant al multimii A este marginea inferioara a multimii A
notatd inf A). O multime care are majoranti (minoranti) se zice marginita
superior (marginita inferior). O multime méarginita superior si inferior
se zice marginita .

Exemple.

i) Multimea numerelor naturale N nu este marginitd superior, dar este
marginita inferior.

ii) Intervalul A = [0, 1) este o multime marginitd gi sup A = 1,inf A =

Este importanta caracterizarea: s = sup A daca si numai dacid ¢ < s
pentru orice x € A si pentru orice e > 0 exsta a € A,s —e < a < s.
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10 CAPITOLUL 1. MULTIMI SI RELATII

O proprietate fundamentala a multimii numerelor reale este:
Axioma marginii superioare.
In R orice multime nevida, marginita superior are margine supe-
rioard . (termenul ”axiom& ” trebuie luat in sensul unei posibile constructii
axiomatice a multimii numerelor reale, dar practic vom interpreta cele spuse
ca un rezultat pe care il aceptam fard demonstratie).

Exercitiu. Sa se arate (folosind axioma de mai sus) c& orice multime
nevida , marginita inferior are margine inferioara .

Lema intervalelor inchise incluse. Fie [a1,b1] D [ag,bo] 2 ... D
[@n,by] D ... un sir de intervale inchise incluse. Atunci intersectia ()[an, by]
este nevida .

In plus, daca nlgr;() (bp, — an) = 0, atunci intersectia este redusd la un

singur numar real.

Demonstratie. Daca a este marginea superioara a extremitatilor stangi , iar
b marginea inferioard a extremitatilor drepte ale intervalelor, atunci a < b
si [a,b] C [an, by] ete. O

Numairabilitate. O multime F (nu neaparat de numere) se zice
numirabild daci existd (cel putin) o bijectie intre multimea numerelor
naturale i multimea E. Cu alte cuvinte, F este numarabila daca elementele
sale se pot aranja intr-un sir.

Exemple.

i) Orice submultime infinitd a multimii numerelor naturale este
numdrabild (se stie cd orice multime nevidd de numere naturale are cel
mai mic element; astfel daca A C N este infinita , aranjam elementele din A
intr-un gir luand cel mai mic element a din A, apoi cel mai mic element din
multimea A\ {a} etc.

i) Multimea Z a intregilor este numérabild .

iii) Multimea Q a numerelor rationale este numarabila .

iv) Fie A o multime finitd nevida . Un gir finit de elemente din A se
numeste cuvant peste A. Multimea cuvintelor peste A este numarabila .

Teorema 1.1. Dacd P(X) este multimea partilor unei multimi X, atunci
nu existd nicio aplicatie surjectivd de la X la P(X).

Demonstratie. Prin absurd fie f : X — P(X) surjectiva si

E={z;z € X,z ¢ f(x)}. Existd a astfel incat f(a) = E. Atunci daci a €
f(a) rezultd a ¢ f(a); dacd a ¢ f(a) rezulta a € f(a). Aceastd contradictie
arata ca nu poate exista o astfel de surjectie. O

Exemplu. O multime de cuvinte peste o multime A se numeste limbaj
(peste A). Din teorema de mai sus deducem c& multimea limbajelor nu este
numarabila .

Teorema 1.2. Multimea R a numerelor reale nu este numarabila .
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Demonstratie. Este suficient si aratam ca mulgimea [0, 1] nu este numarabila
Daca ar fi, putem aranja numerele din interval intr-un gir (2, )nen. Impértim
intervalul in trei parti egale. Fie [a1,b1] una dintre parti astfel incat

x1 ¢ [a1,b1]; impartim [a1,b1] In trei parti egale si fie [ag, bo] astfel incét
x9 ¢ [ag,bs] etc. Prin inductie se obtine un gir de intervale inchise incluse a
caror intersectie este redusa la un singur numaér (lema intervalelor inchise in-
cluse) din [0,1]. Din constructia facuta rezultd ci acest numar nu se gisegte
in girul (xy,),, deci contradictie. O



Capitolul 2

Spatiul R"

Prin definitie, R" = {x = (21,29, ..., xp);z; € Rji = 1,27...,n}. Pen-
tru o mai bund intelegere precizam ca : dacd = = (x1,z2,...,Tpn), Yy =
(Y1, Y2, - Yn), atunci z = y dacd gi numai dacd x1 = y1, T2 = Y2,.., Tnn = Yn
(in multimea numerelor reale R).

In particular: R'= R (dreapta reald ), R? este planul (euclidian), iar R3

"spatiul”.
Avand in vedere structura algebricd definitd de operatiile mai jos introduse
vom numi multimea R” spatiul euclidian n-dimensional si elementele
sale puncte sau vectori. In acest context, numerele reale z,1s,...,2, sunt
componentele lui z. S4 mai precizam c# , in cazul planului (R?), vom nota
z, y componentele (deci vom scrie, de exemplu, a= (z,y) ), iar in cazul R3
vom nota componentele cu z ,y ,z etc. Aceste notatii sunt traditionale si au
avantajul simplificarii notatiilor indiciale.

Adunare. Daca z,y € R", © = (21,22, Zn), ¥ = (Y1,Y2; s Yn),
definim = + y€R™ prin = + y=(x1 + y1, 22 + Y2, ..., Tn + Yn)-

Inmultire cu scalari. Dacd z € R" | z = (z1,%9,...,2,) 5t @ € R
definim ax € R™ prin ax = (a1, oy, ..., azy).

Se poate arata, cu usurinta , ca R™ impreuna cu aceste doua operatii
formeaza un spatiu vectorial (peste R) de dimensiune n. In particular,
x—y = (x1 — y1,22 — Y2,...,Tn — Yn). Vom nota (ambiguu) 0 vectorul
(0,0, ...,0) si-l vom numi origine. Vectoriie; = (1,0, ...,0),..., e, = (0,0, ..., 1)
formeaza o baza in R™ numita baza canonica . Componentele unui vector
coincid cu coordonatele acestuia in baza canonica .

Produs scalar. Daca z,y€R" definim = -y = x1y1 + Toy2 + ... + TpYn-

Normsi . Daci # €R” definim ||z|| = (27 + 23 + ... + 22)'/? (se observa
ca pentru n=1 se regdsegte modulul unui numar real).

Inegalitatea lui Cauchy. |z -y| < ||z| ||y|| pentru orice z,y€R™ .

Proprietatile normei. Pentru orice z,yeR" si acR:

1. ||z|| =0 ; ||z||=0 dac& si numai dacd z=0.

12



13

2. = +yl <]+ llyll -
3. ozl = [l |z -

In timp ce i) si iii) se obtin cu ugurintd , demonstratia lui ii) folosegte
inegalitatea lui Cauchy.

Distanta (euclidiand ). Dacid z,y€R" se defineste d(z,y) = ||z — y||

In plan, distanta dintre doua puncte reprezinta lungimea segmentului de
dreapta care unegte cele doud puncte (distanta din geometria analiticd ).
Analog in spatiu. Se observa ca norma unui vector este distanta acestuia la
origine. Din proprietatile normei rezulta , fara dificultate, proprietatile de
baza ale distantei:

Proprietatile distantei. Pentru orice z,y,z€R":

1. d(z,y)>0; d(x,y) =0 daca si numai daca z=y .
2. d(z,y) = d(y, ) .
3. d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2) .

Ultima proprietate poarta numele de inegalitatea triunghiului preluand
astfel numele unei binecunoscute inegalitati din geometria plana .

Impreuna cu distanta introdusa , R™ este un spatiu metric. In general,
un spatiu metric este o multime pe care s-a introdus o functie (de perechile
de elemente din multime) care satisface conditiile i), ii). iii) de mai sus
(verificd ”proprietétile distantei”).



Capitolul 3

Elemente de topologie a
spatiului R"

Bila deschisa . Daca a€R" si >0, bila deschisa de centru « si de
razi r este B(a,r) = {z;2 € R",d(z,a) < r}.

In R bilele deschise sunt intervale deschise, in R? discuri fara circumferinta
care le margineste, iar in R3 bile fira sfera care le mirgineste. Astfel, de
exemplu, in R?, (z,y)€ B(0,1) daca si numai daci 2?+1y?<1; in R3 (z,y,2)
€ B(0,1) daca si numai daca 2? +y? +22<1.

Bila inchisa . Daca a€R"” si >0, bila inchisa de centru a si de
raza r este B(a,r)={z ; zeR", d(z,a)<r}.

Astfel, in R?, (7,5)€B(0,1) daci si numai daca 22 +1°<1 etc.

Vecinatate. O multime VCR"™ este o vecinatate a punctului aeR"

dacd exista B(a,r) CV (o vecinatate a lui a este o multime care contine o
bild deschisa centratd in a).
Este evident ca orice vecinatate a unui punct contine punctul respectiv si ca
orice bild (deschisd sau nchisa ) centrata in a este o vecinitate a lui a. De
asemenea se observa , fara dificultate, ca intersectia a doua vecinatati ale
unui punct este o vecinatate a acelui punct. Ideea de vecinatate se leaga de
studiul proprietatilor ”locale” ale functiilor.

Multime deschisd . O submultime ACR" este deschisa (in R™) daca
pentru orice a€A exista B(a,r) CA.

Multimea vida @ si intreg spatiul R™ sunt deschise. Un exercitiu simplu
arata ca orice bila deschisa este o multime deschisa .

Multime inchisa . O submultime A C R™ este inchisa (in R™) daca
multtimea R™ \ A (complementara multimii A) este o multime deschis .

Evident, § si R™ sunt inchise. Se aratd c& bilele inchise sunt multimi
inchise.

Sir convergent. Sirul (z;); in R™ are limita 2€R" (se scrie z; — )
daca : V € >0 3 J. astfel incat daca j > J. sa rezulte d(z;,z) < .

Un gir care are limita se zice convergent.
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Se observa ca din x; — x §i ; — y rezulta 2=y (unicitatea limitei).
Forma ”geometricad ” a definitiei limitei (cum rezultd cu usurintd ) este:
pentru orice bila deschisa centrata in x exista un rang astfel incat termenii
de rang mai mare ai girului apartin bilei. Se remarca folosirea exclusiva a
distantei pentru definitia limitei; deci aceasta definitie poate fi data in orice
spatiu metric. Evident, in cazul R definitia de mai sus coincide cu cea data ,
in liceu, pentru giruri de numere reale. Convergenta sirurilor in R" se reduce
la convergenta (simultand a mai multor) girurilor in R. Vom descrie acest
fenomen doar in cazul particular R? pentru a evita complicarea scrierii din
cauza indicilor. Rezultatul este valabil in cazul general.

Propozitia 3.1. (z,y:) — (z,y) in R? dacd si numai dacd v, — x §i
yr — vy in R.

Demonstratia se bazeaza pe inegalitatile |z, |y| < (22 + yQ)% < |z| + |yl
pentru orice numere reale z,y.

Este ugor de generalizat inegalitatile de mai sus la cazul general R”.
In fond, putem afirma ca atat convergenta cat si limita sunt ”pe compo-
nente”.

Punct aderent unei multimi. Un punct a€R" este aderent multimii
ACR"™ daca exista un sir de puncte din A cu limita a.
Desigur, orice punct din A este aderent multimii A (se poate lua un sir
constant etc.). Este simplu de vazut ca 0 este aderent intervalului deschis
(0,1) dar nu apartine acestui interval.

Legatura dintre puncte aderente si multimi inchise este data de :

Teorema 3.1. O submultime ACR"™ este inchisd dacd $i numai dacd pentru
orice punct a aderent multimii A avem a€A.

Frontiera . Daca ACR", se defineste frontiera FrA a multimii A ca
fiind multimea punctelor aderente atat multimii A cat si multimii R™ \ A.
FrA este o multime inchisa .

Vom reveni cu notiuni importante de topologie in capitolul urmator.



Capitolul 4

Functii continue

In studiul calculului diferential al functiilor de mai multe variabile vom
considera functii f : R® — R™ sau, mai general, functii f : A— R™,
unde A este o submultime in R”. Ca un prim exemplu de astfel de functii,
util in cele ce urmeaza , vom considera proiectiile canonice ale spatiului
R™.

Proiectii canonice. Pentru i=1,2,..n vom nota p; functia, definita pe
R™ si cu valori in R, p; (21,22,...,4, )=2; §i 0 vom numi proiectia canonica
de ordin ¢. Este clar ca proiectiile canonice sunt functii liniare.

Componentele unei functii. Fie f : A — R™ (ACR"). Pentru
fiecare j=1,2...m definim f; : A — R” prin f; = pjof, unde p; este proiectia
canonica de ordin j in R™ , iar ”o” reprezinta compunerea functiilor.

Functiile f; sunt componentele functiei f ; se scrie f=(fi,f,...fm)-

Pentru a lamuri mai bine cele spuse si notdm cu z=(z;,22,...,T, ) variabila
in R™ gi cu y=( y1,¥2,...,ym) variabila in R™. Daca , pentru z€A notam
y=f(z), atunci se vede ca avem y1 =fi (x1,22,..,Zn ), -3 Ym=Ffm (T1,%2,...,Tn)-

In particular rezultd cd doua functii f,g : A — R™ sunt egale daca si
numai daca fi=gi, ..., fm=9¢m. Multe proprietati ale functiilor se reduc la
proprietati analoage ale componentelor.

Astfel, de exemplu, o functie f : R™ — R™ este liniara daca si numai
dacd are (toate) componentele liniare.

Functie continuad . Fie f : A — R™ (AC R") si acA. Spunem ca
functia f este continud in (punctul) a dacd : V € > 0 3 §. > 0 astfel incét
dacd x € A, d(z,a) < §. s rezulte d(f(x), f(a)) < . (s-a notat, pentru
simplitate, cu d atat distanta in R™ cat si cea in R™ ).

Daca f este continua in orice punct din A atunci se zice continua pe

A.

Se poate reformula conditia din definitia continuitatii intr-o forma ” geo-

metricd ” astfel: pentru orice bild deschisad B(f(a),¢) existd o bild deschisa

B(a, ;) astfel incat dacd x € AN B(a,d:) atunci f(z) € B(f(a),¢).
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Remarcam ca definitia continuitatii poate fi data , fara modificari formale,
pentru functii definite pe un spatiu metric cu valori intr-un spatiu metric.

Propozitia 4.1. Compunerea a doud functii continue este o functie con-
tinud .

O caracterizare utila a continuiatii este cea cu "giruri” :

Teorema 4.1. Functia f: A — R™ (A CR") este continud in punctul a€ A
dacd gi numai daca pentru orice gir (zx )y in A |, x, — a avem (f(xx))y —

f(a).
Folosind teorema si caracterizarea convergentei sirurilor obtinem:

Corolarul 4.1. Daca f: A — R™ (A CR"), f=(fi,fo,.--fm), atunci f este
continud in a€A daca si numai daca functiile fi,fa,...fmn sunt continue in a.

Exemple.

i) Orice functie constanta este continua .

ii) Fie s : R? — R functia "suma ” s(z,y)=z+y ; s este continua . In
adevar totul revine, folosind teorema de mai sus, la binecunoscuta afirmatie
”limita sumei este suma limitelor” din teoria girurilor de numere reale.

iii) Analog pentru functia produs.

iv) Dacd f,g : A — R sunt continue, atunci functiile f + ¢ si fg sunt
continue.

v) Orice functie liniard f : R™ — R™ este continud .

vi) Fie functia f : R? — R definit# prin f(z,y)= % dacd (x,y)#(0,0) si
f(0,0)=0. S& aratam ci f nu este continud in (0,0). In adevar, fie girul
(1/n,2/n), in R%. Evident, acest sir are limita (0,0). Dar (f(1/n,2/n)),=2/5
pentru orice n gi deci nu tinde la 0. Pe de alta parte, este usor de vazut ca
f este continua in orice alt punct.

Multime compacta . O (sub)multime KCR"™ se zice compacta orice sir
in K are (cel putin) un subsir convergent cu limita in K.

Teorema 4.2. Fie f: K — R™ o functie continud si K CR™ o multime
compacta . Atunci f(K)={ f(z) ; €K } este compacta .

Demonstratia este o simpla aplicatie a definitiilor, dar rezultatul este im-
portant, atat prin faptul ca proprietatile care se pastreaza prin continuitate
sunt topologic interesante, cat si prin aplicatiile la problemele de extrem
(optimizare). Pentru a preciza acest ultim aspect este utild o caracterizare
a compacitatii in termeni de marginire a multimilor.

Multime marginita . O submultime A CR"™ este marginita daca exista
M>0 astfel incat ||z||<M pentru orice z€A.

Teorema 4.3. O multime este compactd dacd $i numai dacd este inchisa
st marginita .
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Pentru cazul dreptei reale R teorema de mai sus este o varianta a rezul-
tatului cunoscut drept lema lui Cesaro.

Exemple.

i) R™ nu este compaca .

ii) Orice bila inchisa este compacta .

Teorema 4.4. (Weierstrass). Fie f: K — R o functie continud i
K CR"™ o multime (nevidd ) compacta . Atunci f este mdrginitd si isi atinge
marginile.

Precizdm c& f marginitd inseamnd ci f(K) este marginitd in R iar ca
f igi atinge marginile Inseamna ca f are o cea mai mare i o cea mai mica
valoare pe K.

Uniform continuitate. O functie f: A — R™ (A CR" ) este
uniform continua daca : V ¢ > 0 3 6. > 0 astfel incat daca z,y € A,
d(z,y) < d., avem d(f(z), f(y)) < e.

Semnificatia definitiei este ca pentru un € > 0 acelagi . este "bun”
pentru toate punctele din A. In mod evident o functie uniform continua
este continua . Reciproca nu este, in general, adevarata .

Exemplu. Functia f : R — R f(z)=2® nu este uniform continua .

Teorema 4.5. Daca f: K — R™ este o functie continua si K CR" o
mulfime compactd , atunci f este uniform continud .



Capitolul 5

Derivate partiale, diferentiala

In acest capitol vom prezenta elemente de calcul diferential pentru functii
de mai multe variabile. Avem in vedere functii definite pe multimi deschise
(nevide) ale spatiului R™.

Directie. Se numeste directie (in R™) orice vector s€R™ astfel incat
[[s]|=1.

Exemplu. In R existd doar dous directii 1 si —1, in R? multimea
directiilor este cercul cu centrul in origine si de raza 1 iar in R3 sfera cu
centrul in origine si de raza 1. Vectorii eg,es,...,e, ai bazei canonice in R™
sunt directii.

Derivata unei functii dupa o directie. Fief : A — R, ACR" , A
deschisa , a€A gi s€R"™ o directie. Spunem ca f este derivabild in punctul
a dupa directia s dacd existd si este finitd (i.e numar real) limita:

o flatts) — fla) _df

t—0 t T ds

(@)

(egalitatea fiind o notatie) ; %(a) este derivata functiei f dupa directia
s.

Se observa ca %(a) este derivata w'(0) a functiei w(t)=f(a+ts) definiti
intr-o vecinatate a lui 0€R. De aici rezulta ca derivata dupa o directie are
proprietatile bine cunoscute ale derivatei functiilor de o variabila (regulile de
derivare a sumei, produsului etc.). De o deosebita importantad sunt derivatele
dupa directiile bazei canonice.

Derivate partiale. %(a) se numeste derivata partiald a functiei

d
f in raport cu variabila z; in punctul a; %(a) se noteaza traditional
2]
a{i (a).

Functia f are derivate partiale in punctul ¢ daca exista %fi(a) ,1=1,2...n.
Daca f are derivate partiale in orice punct din A atunci spunem ca f are
derivate partiale pe A. In acest caz sunt definite functiile % A— R, in

mod evident.
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Derivatele partiale definite sunt, mai precis, derivate partiale de ordinul
intai dar cum, in aceasta sectiune nu vom considera alt tip de derivate
partiale vom folosi terminologia de mai sus. Conform definitiei avem:

ai(a) — hmf(m, e @it b an) = flar, @iy e an)
Ox; t—0 ¢

s ”

Din definitii, rezulta urmatoarea regula ”practica ” de calcul al derivatei
partiale in raport cu z; pentru functiile ”elementare”: se tin "fixe” celelate
variabile si se deriveaza in raport cu z;.
. . 9 .

, Exemplu. i) Fie f : R? — R", f(z,y)=1*y. Avem yi(x,y): 2zy si
L(xy)= 2.

ii) Fie functia f : R? — R definita prin f(z,y)= e daca (z,y)#(0,0)
si £(0,0)=0. Folosind definitia se constata usor ca %(0,0): 2—5(0, 0)=0.

Exemplul ii) de mai sus este interesant de comparat cu un exemplu din
Capitolul 3 in care s-a ardtat cd aceeasi functie nu este continué in (0, 0).
Deci existenta derivatelor partiale intr-un punct nu asigura continuitatea
functiei in acel punct decat in R (unde derivata partiald coincide cu derivata
obignuita ).

In cazul R? vom folosi si notatiile f/, respectiv f; pentru %, respectiv

%. Analog f, f;, fL in cazul spatiului R3.

Pentru a introduce notiunea de diferentiala a unei functii de mai multe
variabile este util sa revedem cazul functiilor de o variabila . Daca f este
o functie cu valori reale definita intr-o vecinatate a punctului a si deriv-
abila in a, atunci avem, prin definitie, }LILI%) W = f'(a) sau, echiva-

lent, ;1}1)% f(a+h)_f,(1a)_f/ @h _ g (%). (folosirea lui h n notatie este oarecum
traditionald in acest context). Functia liniard h —f’(a)h este diferentiala
functiei f in punctul a. Retinem ca diferentiala unei functii, intr-un punct,
este o functie (aplicatie) liniard si legatura dintre diferentiala si derivata
poate fi exprimata spunand ca functia este derivabila intr-un punct daca si
numai daca este diferentiabild in acel punct (adicd exista o aplicatie liniara
satisficand (*)) iar derivata este matricea diferentialei in baza canonica (a
lui ). Intuitiv, relatia (*) poate fi interpretata ca posibilitatea de a ”aprox-
ima” functia f in vecinitatea punctului a cu functia b — f(a)+ f’(a)h (o
functie afind ), sensul aproximarii fiind c& diferenta fla+h)- (f(a)+ [’ (a)h)
tinde la 0 (cand A tinde la0) "mai repede” decét h.

Este remarcabil faptul ca notiunea de diferentiala se poate extinde la cazul
functiilor de mai multe variabile producand efecte notabile.

Diferentiala . Fie f o functie definitd intr-o vecinatate a punctului
a€R™ gi cu valori in R™. Functia f este diferentiabilad in a daca exista o
aplicatie liniara A\ : R™ — R™ astfel incat :

(44) lim [f(a+h) = fla) = A(h)|

70 7] =0
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(evident, norma de la numitor este cea din R™ iar la numérator cea din R™,
iar conditia h — 0 In R™ inseamnd ||h|| — 0 n R ). Se arata cd , daci
exista , o aplicatie liniara care satisface conditia de mai sus, atunci aceasta
este unic determinata . Daca functia f este diferentiabila in punctul a, vom
numi aplicatia liniara A diferentiala functiei f in punctul @ si o vom nota
Df(a).

Matricea diferentialei in bazele canonice va fi numita matricea iacobiana
a functiei f in punctul a si se va nota f (a). Deci f (a) este o matrice cu
m linii §i n coloane. Daca m=n, atunci determinantul matricei iacobiene se
numeste iacobianul functiei f in punctul a.

In sfarsit, daca functia f este definitd pe multimea deschisa A si este
diferentiabila in fiecare punct din A spunem ca f este diferentiabila pe A.

Propozitia 5.1. Daca f este diferentiabild in a, atunci este continud in a.

Demonstratia rezultd din conditia (**) si din faptul ca aplicatiile liniare
sunt continue.

Exemple. i) Daca f este constantd in vecindtatea punctului a, atunci
Df(a)=0 (adica f este diferentiabild in o si diferentiala este aplicatia liniara
identic nula ).

ii) Daca f : R™ — R™ este liniara , atunci este diferentiabild pe R™ si
Df(a)=f pentru orice a€R"™ .

iii) Functia s : R? — R, s(z,y)=2+y, este diferentiabild pe R? si
Ds(a,b) = s in orice punct (a,b) din R2.

iv) Functia p : R? — R, p(z,y)=zy este diferentiabila pe R? si
P (a,b)=(b,a).

Exemplele rezulta din simpla verificare a conditiei (**). Astfel, pentru iv),
avem  : p(a+h,b+k)-p(a,b)-bh-ak=(a+h)(b+k)-ab-bh-ak=hk si

|(h, k)||=Vh% 4+ k2 si deducem " kl)iin(o ) wﬁikw =0, caci |hk| < h? + k2,

**)

ceea ce implica (**).

Vom enunta principalele rezultate privind diferentiala gi legatura acesteia
cu derivatele partale. Pentru ugurinta scrierii vom considera ca domeniul de
definitie al functiilor este intreg spatiul.

Teorema 5.1. (a functiei compuse). Fie f: R — R™ g : R™ — RP,
a€R™ | astfel incat f este diferentiabild in a si g este diferentiabild in f(a)
eR™ . Atunci functia go f : R" — RP este diferentiabild in a si avem
(regula diferentierii functiilor compuse) Dgo f(a) = Dg(f(a)) o Df(a) sau,
la nivel de matrice iacobiene, (go f)'(a) = ¢ (f(a)) - f'(a).

Teorema 5.2. Functia f : R — R™, f=(fi,f2,...fm) este diferentiabild in
punctul a dacd si numai daca functiile componente fi,fa,...frm sunt diferentiabile
in punctul a. Componentele diferentialei sunt diferentialele componentelor.
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Teorema 5.3. Dacd functia f: R™ — R™ este diferentiabild in punctul
a, atunci componentele fi,fa,...fmn sunt diferentiabile in punctul a si

f/(a):<g£? (a))l \...m - (putem identifica liniile matricei iacobiene cu ma-
=1,...,n

tricele zacobzene ale componentelor)

Exemplu. In calculul diferential se noteaza , traditional, proiectiile
canonice, in R™ | cu dzq, dxo, ..d:z:n Fie f : R" —> R, diferentiabila in a.
Din teorema de mai sus: D f(a) = d:v1( a)dry + dz L (a)dzo+, ..., +%(a)dmn.

Aceasta teorema oferd un ”algoritm” pentru stabilirea diferentiabilitatii
unei functii intr-un punct (considerand doar cazul m=1, la care ne putem
reduce ): dacd functia nu admite derivate partiale In punctul respectiv,
atunci nu este diferentiabila iar daca admite derivate partiale acestea ofera
”candidatul” pentru diferentiala urmand a se decide prin verificarea conditiei
Pentru o ilustrare simpla si reluim exemplul iv) de mai sus : avem
8p =y, 8 =z etc.

Comblnand teorema precedenta cu teorema functiel compuse se obtine o
regula importanta a calculului derivatelor partiale ale functiilor compuse.

Corolarul 5.1. Fie f: R®" — R™ | g : R™ — R functii diferentiabile si
F= gf. Daca notam x1,%2,...,%, variabilele in R™ si cu y1,9a,...,Ym variabilele
in R™avem :

or  ~  dg 8f1 Jg 8f2 dg 3fm

pentru orice 1=1,2,...n.

Demonstratia este imediata aplicand teoremele precedente si tinand cont
de faptul ca matricea compunerii a doua aplicatii liniare este produsul ma-
tricelor aplicatiilor care se compun.

Exemplu.

i) O functie f : R™ — R este (pozitiv) omogend de grad o €R daca
pentru orice zER"™ si orice ¢>0 avem f(tx) = t* f(x) (sau f(tzy,txg,..., tx,)=
t* f(x1,22,...,7,)). Presupunem ci f este diferentiabila . Derivand aceasta
identitate in raport cu ¢ (folosind corolarul precedent) si apoi punand ¢t=1
se obtine relatia lui Euler :

of of
6371 6 D)

() + zo—(x )—l—...—l—xnngl

T1—— (z) =af(z), z€R™

ii) Fie f : R™ — R diferentiabild , a€R™ si s=(s1,82,...,5,) o directie.

Atunci :
df of of of

ds 25\ = 8 1 Oxo oxy,

o—(a) +s25—(a) + ...+ sn5-—(a).
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Vectorul (%(a)’ 8‘%(@), - aaxa (a)) se numeste gradientul functiei f in
punctul a si se noteazad (gradf)(a) sau (Vf)(a). Aplicatia a — (gradf)(a)
este un exemplu de camp vectorial si se noteaza gradf sau V f.

iii) Fie (Vf)(a) # 0 si sd consideram directia n, = (Vf)(a)/||(Vf)(a)].
Dacd ¢(t) = f(a + tng), atunci avem ¢ (0) = ddTa(a) = [(Vf)(a)|| > 0.
Intuitiv, ¢ este restrictia functiei f la dreapta care trece prin punctul « si are
directia n, si rezultatul obtinut arata ca ”f creste pe directia gradientului,

n vecinatatea punctului «”. Mai mult, sd observam ca (inegalitatea lui

Cauchy), pentru orice directie s, ’%(G)‘ < (VHa].

Acest rezultat simplu este inceputul unor tehnici de optimizare numite
”"metode de gradient”. Notatia n,se explica prin faptul ca acest vector este
normal (perpendicular pe planul tangent) la (hiper)suprafata definita prin
ecuatia f = 0. De altfel ecuatia hiperplanului tangent la hipersuprafata
[ =0este (z—a) (Vf)(a)=0.

O alta teorema privind legatura dintre derivatele partiale si diferentiala este:

Teorema 5.4. Fie f: R" — R™, f = (f1, fo,...fm) st a € R™ Daca
functiile f1, fo,...frn au derivate parfiale intr-o vecindtate a punctului a $i
aceste derivate partiale sunt continue in a, atunci functia f este diferentiabild
in punctul a (si, evident, matricea iacobiand a functiei f in a este matricea
derivatelor partiale ale componentelor).

O functie f : A — R, A C R", A multime deschisa nevida , se zice de
clasi C' pe A daca admite derivate partiale continue pe A. Cu aceasti
terminologie, din teorema de mai sus rezults ca functiile de clasa C! sunt
diferentiabile. Reciproca nu este adevarata , dar in general, in analiza se
lucreza cu functii de clasa C!. Suma, produsul si compunerea functiilor de
clas C! sunt functii de clasa C'. O functie f : R® — R™este, prin definitje,
de clasa C' daca toate componentele sale sunt de clasa C?.

Pentru teorema care urmeazi notam variabilele in R”*™ cu

(1,22, 580, Y12, Ym)-

Teorema 5.5. (functiilor implicite). Fie f: R"t™ — R™ o functie
de clasa C' in vecindtatea punctului (a,b), astfel incdt f(a,b)=0. Dacd
det(ggi_ (a, b))i:1 . # 0, atunci exista o mulfime deschisa A CR", acA, o

J

,,,,,

multime deschisa B C R™, beB si o unicd functie g : A — B, de clasa C*
astfel incat f(x,g(x))=0 pentru orice z€A (si g(a)=b). (evident, fi,fo,...fm
sunt componentele functiei f).

Asfel, teorema functiilor implicite d& un raspuns problemei rezolvéarii
ecuatiei f(z,y)=0 in sensul obtinerii variabilei y ca functie de z. Mai pe larg,
avem sistemul de ecuatii: fi (z1,22,...,%0, Y1,92,--,Ym)=0 ..o, fon (T1,22,..., 2,
Y1,92,---,Ym)=0 In necunocutele y1 yo ...,ym. In conditiile teoremei, acest
sistem se poate rezolva in vecinatatea unui punct care verifica ecuatiile, in
plus, solutia este unici si de clasa C*.
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Desigur ca rezolvarea sistemului este ”teoretica ”, functia ¢ neputandu-se,
in general, obtine efectiv. Totusi derivatele partiale ale solutiei se pot obtine
efectiv. Vom arata aceasta in cazul particular n=2, m=1, cazul general fiind
analog.

Exemplu. In conditiile teoremei si presupunem ca avem f(z,y,g(z,y)=0
pe o multime deschisi din R? pe care avem si %(w, y,g(x,y)) # 0. Derivand
identitatea in raport cu = obtinem:

0 0 0
L (o9 ) + 92, 9(0,9) 52 () = 0.

of
Fe\ LY, xz,
Deducem %(w,y)Z-M. Analog pentru g—z etc.

E(x)yvg(x,y))

Daca o functie are derivate partiale pe o multime deschisa , se pune
problema daca aceste derivate partiale au, la randul lor, derivate partiale
etc. Se ajunge astfel la derivatele partiale de ordin superior. Ne
vom limita, pentru ugurinta scrierii, la cazul functiilor de doua variabile.
Fie f: A — R, A C R? A multime deschisi ; si presupunem ca
exista %, % pe A. Derivatele partiale de ordinul 2 se definesc astfel:

Of _ 9 (0fy 9*f _ o 0fy O f _ 8 (0fy *f _ 8 (Of i 5
a2z = talaw) oyw = oy (Ge) woy = w(Gy) 7 = 2y(y) (desigur daca

exista , punctual sau global). Vom folosi gi notatiile f ;,27 f;y) f;x, f:;; pentru
aceste derivate partiale de ordinul 2. Derivatele f;,y, f;m se numesc derivate
partiale mixte. In general derivatele partiale mixte nu sunt egale, ordinea
de derivare este importanta .

Teorema 5.6. (egalitatea derivatelor mixte) Fie f o functie care are
derivate partiale mizte f;y, f;gc intr-o vecindtate a punctului (a,b)e R? con-
tinue in (a,b). Atunci . ,

f:cy(a7 b) = fya:(a7 b)

Pentru functii de trei sau mai multe variabile notatiile sunt similare
celor de mai sus iar teorema asupra independentei de ordinea de derivare se
extinde cu ugurintd . Vom spune ca o functie, definita pe o multime deschisa
este de clasa C? daca toate derivatele partiale pana la ordinul 2 exista si sunt
continue (pe multimea respectiva ). Rezulta ci pentru functii de clasa C2,
ordinea de derivare este neimportanta . Analog se definesc functiile de clasa
C*, k natural k=3; functiile continue se zic de clasa C? iar functiile de clasi
C* pentru orice k natural se zic de clasi C™. De exemplu, polinoamele sunt
functii de clasa C'*° pe intreg spatiul.



Capitolul 6

Extremele functiilor, formule
Taylor

Vom reaminti, pentru nceput, problematica extremelor functiilor de o vari-
abila .

Extrem local. Fie f : A — R, A C R, multime deschisa gi a€A.
Spunem c& punctul a este un minim local (maxim local) pentru functia f
daci existd o vecinatate V' a punctului a astfel incat f(a)=f(z) (f(a)>f(z))
pentru orice z€V. Un punct de minim local sau de maxim local se numeste
punct de extrem local .

Teorema 6.1. (Fermat) Fie a un punct de extrem local pentru functia |
derivabild in a. Atunci fi (a)=0.

Demonstratie. S& presupunem cd a este un minim local. Atunci f(z) —

f(a) = 0 intr-un interval deschis centrat in a. Rezulta c& W < 0 pen-

fo=fa) _ pentru z>a. Trecand la limita obtinem rezultatul.

tru z<a gi == —
O

Demonstratia simpla de mai sus este importantaa pentru ca arata rolul
jucat de faptul ca functia este definitda pe o multime deschisa . Anularea
derivatei este doar o conditie necesara de extrem pentru functii derivabile.
Astfel functia f, f(z)=2> are derivata nula in a=0, dar 0 nu este un extrem
local pentru f. Din teorema de mai sus rezulta ca , pentru functii derivabile
pe multimi deschise rezolvarea ecuatiei f (x)=0 oferd puncte ”candidate” la
a fi extreme locale, dar pentru stabilirea celor care sunt extreme locale este
nevoie de noi rezultate.

Pentru a obtine conditii suficiente de extrem vom folosi formula Taylor (im-
portantd gi in alte contexte).

Polinom Taylor. Fie f o functie cu valori reale si a€R astfel incat
existéi derivata de ordin n=1, f™ (a). Polinomul

f'(a) ' (a) f"(a)

P.(a,z, f) = f(a) + T (x—a)+ 51 (:c—a)2+,...7+T(:c—a)"

25
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se numeste polinomul Taylor de ordin n al functiei f in a. Polinomul
Taylor de ordin n are aceeasi valoare si aceleagi derivate pana la ordinul n,
cu f, in punctul a. In acest sens poate fi considerat o ”aproximare” a functiei
f In vecinatatea punctului a.

Diferenta Ry (a,z, f) = f(x) — Py(a,x, f) este "restul” in aceastd aproxi-
mare.

Propozitia 6.1. Fie f ca in definitia de mai sus. Atunci lim W =0.
r—a

Formula Taylor-Young. Fie f ca maisus. Sa definim functia p punénd
p(z) = % dacd z # 0 si p(x) = 0 dacd x = 0. Atunci p este continui

in a si:

f™(a)

n!

(z—a)+ (z—a)"+p(z)(z—a)"
(formula Taylor-Young).

Formula Taylor-Lagrange. Fie f : I — R, I un interval deschis si
a,2€L. Daca f este de clasa C™*! | n=0, atunci existd un punct ¢ intre a
si z astfel incat:

flx) = f(a)+f1—(f’)(:c—a)+. . .—I—W(x—a)’q— f(:ﬁl()c!) (x—a)"T!( formula

Taylor-Lagrange).
Remarcam ca , pentru n=0, regasim formula de cresteri finite Lagrange.
Revenind la problema extremelor functiilor avem:

Propozitia 6.2. (conditie suficientd de extrem). Fie functia f deriv-
abild de n ori, n=2, in punctul a€R astfel incdt fi (a)=0, /"' (a)=0,...,
=Y (a)=0, £ (a)#0. Dacd n este numdr par, atunci a este un punct de
extrem local pentru f ( pentru f) (a)>0, minim local iar pentru {7 (a)<0
maxim local). Daca n este impar, atunci a nu este punct de extrem local.

Demonstratie. Cu o evidentd modificare de notatie formula Taylor-Young
se scrie f(z) = f(a) + fT(,a)(x —a)" + a(z) (z — a)", a(z) = 0,a(a) = 0.

“nl
Deducem f(z) ~ f(a) =(/"(a) + a(2)) E51"
Daca n este numar par f™(a)+a(x) are semnul lui f™(a) intr-o vecinitate
a punctului a etc. O

Vom trece la studiul extremelor locale ale functiilor de mai multe vari-
abile. Definitia punctelor de extrem local este analoaga celei din cazul unei
singure variabile.

Extrem local. Fie f : A — R, A CR", multime deschisa si a€A.
Spunem c& punctul a este un minim local (maxim local) pentru functia f
dacd exista o vecindtate V' a punctului a astfel incat f(a)<f(z) (f(a)>f(z))
pentru orice x€V. Un punct de minim local sau de maxim local se numeste
punct de extrem local.
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Teorema 6.2. (Fermat). Fie a un punct de extrem local pentru functia
[ diferentiabild in a. Atunci Df(a)=0 sau, echivalent,

of af of

(x )&Ul @ 8x2 @)= &rn( ) =0

Demonstratie. Rezulta imediat din definitia derivatelor partiale si teorema
lui Fermat pentru functii de o variabila . O

Desigur, teorema de mai sus ofera doar conditia necesara de extrem
local pentru functii diferentiabile definite pe multimi deschise. Un punct
care verificd (*) nu este necesar un punct de extrem local.

Puncte critice. Un punct a se zice punct critic (pentru functia f )
daci Df(a)=0.

Punem astfel spune ca punctele de extrem local ale unei functii diferentiabile
sunt puncte critice. Primul pas in ”algoritmul” de determinare a punctelor
de extrem ale unei functii diferentiabile este rezolvarea sistemului:

of of of
(**)8131 8902() 8xn()

Presupunand acest sistem rezolvat este nevoie de un criteriu care sa dist-
inga punctele de extrem local. Pentru obtinerea unui asemenea criteriu este
nevoie de unele pregatiri.
Forma patratica . Data o matrice simetricad (a;j)ij=1,..n @i ;€ R,
n

numim forma patratica functia w: R" — R, w(z)= Z a;jr;xj. Forma
ij=1

patratica este pozitiv (negativ) definitd dacd w(z) >0 (<0) pentru orice

x # 0. Forma péatraticd este pozitiv (negativ) definita dacad si numai daca

valorile proprii ale matricei (a;j); j=1,...» sunt strict pozitive (strict negative).

Hessiana . Fie f : A — R, A CR"”, multime deschisa , o functie de

clasa C? si a€A. Matricea (%g;j(a)) T se numeste hessiana functiei

f in punctul a. Vom nota functia patratica asociati cu D?f(a).

Teorema 6.3. (conditie suficientd de extrem). Fie f: A — R,
A CR", multime deschisd , o functie de clasd C? si acA un punct critic
pentru f.

i) Dacd a este un minim local pentru f, atunci D?f(a)(x) >0 pentru orice

i) Dacd forma patraticd D*f(a) este pozitiv definitd a este minim local.
iii) Analog pentru mazim local inlocuind 7>7 cu "<” gi "pozitiv definitd
” cu "negativ definita 7.

Demonstratia acestei teoreme este similara celei pentru functiile de o
variabila si se bazeaza pe o formula Taylor. Vom ardta cum se obtine o
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formula Taylor pentru functii de mai multe variabile din formula Taylor
pentru functii de o variabila limitandu-ne la functii de class C?2.

Segment. Daca a, x sunt in R™ se defineste segmentul de extremitati
asiz[a,z] ={a+t(x —a);t real t€[0,1] }.
Fie f : A — R, A CR", multime deschisi , o functie de clasi C? si a,z€A
astfel incat segmentul [a, z] CA.

S& consideram functia ¢(t) = f(a+t(x—a)),t € [0, 1] Aplicénd functiei
¢ formula Taylor-Lagrange in 0 obtinem ¢(1) = ¢(0)+ ¢1(, ) 4 ¢ (5) ,€ Intre 0
sil. Folosind regula de derivare a functiilor compuse i notand c a+£ (x—a)
averm.

n 2
)+ Z 8:@ — ) + l — ) -(e)(w; — ai)(xj — aj)

care este un exemplu de formula Taylor-Lagrange pentru functii de mai
multe variabile. Folosind acelasi tip de rationament se obtin formule Taylor
implicand ordine superioare de derivare.

Pentru demonstrarea teoremei precedente formula obtinuta este suficienta
urmandu-se liniile demonstratiei de la cazul unei singure variabile.

Vom rescrie conditiile de extrem pentru functii de doua variabile si vom
prezenta un exemplu. Introducem notatiile traditionale: p = f;, q= ?;, r=
f;ms = f;y,t = fg;,z-

Din considerente elementare (semnul functiei de gradul 2) rezultd ca forma
patratica D%f(a,b) este definita (pozitiv sau negativ) daca si numai dacs in
punctul (a,b) avem 7t —s? > 0 . In aceste conditii, daca (a,b) este un punct
critic el este minim local daca r(a,b) > 0(sau s(a, b) > 0) si este maxim local
daca r(a,b) < O(sau s(a,b) < 0). Daci , in punctul critic (a,b), rt — s2 < 0,
atunci (a,b) nu este punct de extrem local. Cazul rt—s? = 0 nu este acoperit
de rezultatele expuse.

Exemplu.

i) Fie functia f : R? — R, f(x,y) = zy(l — 2 —y),l > 0. Problema este
de a determina extremele locale ale acestei functii. Se observa ca functia este
de clasi C? pe multimea deschisa R? | deci vom putea aplica ”algoritmul”
descris mai sus. Avem f, = y(l — 2z — y), f/ = z(l — x — 2y) si obtinem
punctele critice (0,0), (1,0), (0,1), (é,é) Vom testa doar punctul (3, 3)
pentru a vedea daca este punct de extrem local. Avem r = —2y, =
(I— 2z —2y), t = —22. Evaluand in (4, £) obtinem pentru rt — s? valoarea
% > 0, deci punctul este de extrem local. Din r(3, 3) < 0 deducem c& avem
un maxim local.

ii) Vom modifica functia din i) schimbénd domeniul de definitie. Fie deci
g: T — R, glx,y) = zy(l — z —y),l > 0 unde T={(z,y);2 > 0,y >
0,2 +y < l}. Punem aceeasi problema : a extremelor locale. Calculele de
mai sus raman valabile: singurul punct critic al functiei g este (37 3) si este
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un maxim local. In noua formulare problema pusa are o interpretare geomet-
ricd simpld g(z,y) este volumul paralelipipedului (dreptunghic) de muchii
x,y, | —x —y. Sa observam cd suma muchiilor este [. Avem oare dreptul
sa afirmam ca dintre toate paralelipipedele cu suma muchiilor constanta cel
mai mare volum il are cubul? Din cele de mai sus maximul este doar local
iar intrebarea noastra cere un raspuns global. Vom da acest raspuns con-
siderand o noud functie g1 definitd pe Th={(z,y);x > 0,y > 0,z +y < I}
prin aceeasi formula (T este interiorul unui triunghi, iar la 77 s-au adaugat si
laturile). Functia gy este continua pe multimea compactd T deci, conform
teoremei lui Weiestrass (a se vedea Capitolul 2), este marginita si si atinge
marginile pe T;. Din cauza ca g; este nula pe laturile triunghiului 77 si
strict pozitiva in interior maximul este atins in interior gi astfel (in lipsa al-
tui punct de extrem) nu poate fi decat (é, %) Se remarca rolul compacitatii
in trecerea de la ”local” la ”global”.

Am studiat aplicatiile calculului diferential la determinarea extremelor locale
ale functiilor definite de multimi deschise (aga numitele extreme libere).

Extrem conditionat. Fie f : R® — R si M CR" o multime care nu
este deschisa . Un punct aeM este punct de minim local (maxim local)
pentru f conditionat de M daca exista o vecinatate V' a punctului a
astfel incat f(a)<f(z) (f(a)>f(x)) pentru orice z€V( M. Un punct de minim
local (maxim local) pentru f conditionat de M se zice punct de extrem local
conditionat de M.

In general, pentru functii diferentiabile, un punct de extrem local conditionat
nu mai este punct critic. Pentru teorema urmatoare vom folosi notatiile din
teorema de functii implicite (a se vedea Capitolul 3).

Teorema 6.4. (de multiplicatori Lagrange).Fie g : R"t™ — R™
g = (91,92, .-9m) o functie de clasa C*, M= {(z,y);g9(x,y) = 0} si

(a,b)eM un punct de extrem local conditionat pentru functia de clasa ct,

f:R"™™ s R. Dacd functia g satisface conditiile teoremei de functii im-
plicite in (a,b), atunci existd (si sunt unice) numerele reale A1, Aa, ..., Ay

(multiplicatori Lagrange) astfel incat punctul (a,b) este punct critic pen-
tru functia

F = f + /\19‘1 + /\2‘927 ey +)\mgm-

Teorema de mai sus stabileste o conditie necesara de extrem local conditionat
si constituie primul pas in ”algoritmul” de determinare a extremelor
conditionate pentru functii diferentiabile (dacd multimea M este multimea
pe care se anuleazd m functii g1, go, ..., gm ). Ecuatiile g1 = 0,92 = 0, ...,
gm = 0 se mai numesc legaturi.
Teorema se aplica in felul urmator:

Se formeaza functia F' = f+A191+X292, ..., + Amgm In care multiplicatorii
sunt considerati necunoscuti. Se rezolva sistemul de n+2m ecuatii cu n+2m
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NECUNOSCULE L1, ..., Tyyy Y1y -oes Yy ALy --es A
F;l = O,FZ;]_ =0,91=0,92=0,...,9, =0,2=1,..n,7=1,..m.

Daca (A, a,b) este o solutie, atunci punctul (a,b) este un posibil punct de
extrem local conditionat.

Exemplu. Si se determine extremele functiei f : R? — R, f(z,y) =
x +y cu legatura 22 + 32 — 1 = 0 (extremele locale ale functiei f pe cercul
unitate).
Observam ca teorema de functii implicite se poate aplica ecuatiei 22 + y? —
1 = 0, In raport cu z sau cu y in fiecare punct. Consideram functia F' =
x4y + M2 +y? — 1) si rezolvim sistemul F, = 0, F; =0,224+y% =1, deci
1+2)\z=0,1+2\y =0,22+y?> = 1. Din 2 = —1/2)\ si y = —1/2) obtinem
202 =1, deci Ay = v/2/2, \a = —v/2/2. Se obtin punctele (—v/2/2, —v/2/2),
respectiv (v/2/2,v/2/2) care pot fi puncte de extrem local conditionat. Dacé
observam ca cercul unitate este o multime compacta si folosim teorema lui
Weierstrass: functia f este marginita si isi atinge marginile pe cerc. Fiind
neconstantd , deducem ca primul punct obtinut este de minim (chiar global),
iar cel de-al doilea de maxim (global). O reprezentare geometrica simpla
arata ca aceste puncte sunt chiar punctele de tangenta ale cercului cu drepte
paralele cu dreapta x 4+ y = 0.
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Seril numerice

Serie in R. Fie (up)n, un sir n R. Consideram sirul (S,), definit prin
oo

Sn = ug+u1 +... +uy. Se numeste serie in R si se noteaza Zun perechea

n=0
de siruri (up)n, (Sp)n. Termenii u, se numesc termenii seriei, iar termenii

S, sumele sale partiale.
o0

Serie convergenta . Seria E Uy, se zice convergenta daca girul (S,,),

n=
este convergent. In acest caz, dacd S, — S, numarul real S se numeste
o0

suma seriei si se noteaza la fel ca seria insasi E un (ambiguitatea din-

n=0
tre notatia pentru serie si notatia pentru suma se inlatura cu usurinta din

context). O serie care nu este convergenta se zice divergenta .

Natura unei serii se refera la convergenta ei. Modificarea unei multimi finite

de termeni ai unei serii nu modificd natura acesteia. Astfel vom considera
oo

si serii Zun ludnd, de exemplu, termenii pana la ordinul k-1 egali cu 0.

n=~k
o0
Propozitia 7.1. (conditie necesard de convergentd ) Dacd seria E Up,
n=0

este convergentd , atunct u, — 0.

Reciproca propozitiei de mai sus nu este adevératém. De exemplu, daca
ludm u, = /n + 1 — y/n, atunci u,, — 0, dar seria Z(W —+/n) este
divergenta (cici S, = v/n+ 1,5, — 00). i

o

Vom nota seria Zun siug+uy+ oo +uUp + ...

n=0
o
Exemplu. Pentru z€R, consideram seria E 2" (numitd serie geo-
n=0

31
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metricd de ratie z). Se aratd cu ugurintd c& aceastd serie converge daci
si numai dac# |2|<1. In acest caz suma seriei este 1

l1—-x°
o0 oo
Spatiul vectorial al seriilor convergente. i) Daca (T E vy, sunt
n=0 n=0
(o]
serii convergente, atunci seria E (up, + vy,) este convergentd si
n=0
oo o oo
E (un—}—vn)zg Up + E Up.
n=0 n=0 n=0
o0 o0
ii) Daca g uy, este o serie convergenta si a€ R, atunci seria E au, este
oo o
convergenta si g QUp=q E Up,.
n=0 n=0
oo

Criteriul lui Cauchy. Seria Zun este convergenta daca gi numai daca

Ve > 0 JN, astfel incat pentru n zn ]{)75 IV D, [unt1 + Ungo + oo+ Ungp| < e

Acest criteriu rezulta din criteriul lui Cauchy pentru siruri aplicat sirului

(Sn)n-

Un sir (an), este sir Cauchy daca Ve > 0, 3N, astfel incat pentru n > N,

si orice p rezulta |an4p — an| < €. Criteriul lui Cauchy pentru siruri in

R afirma ca un sir in R este convergent daca si numai daca este gir Cauchy.
Seria armonica . Seria 1 + % + % + ...+ % + ... se numeste serie

armonicd . Seria armonica este divergentda . In adevar avem Sy, — S, =
1 1 1 ]_ . . . . . o
1t g T 37 > 7 sicriteriul lui Cauchy nu este satisfacut.
o0
Serii cu termeni pozitivi. O serie E Uy este cu termeni pozitivi
n=0

daca u, > 0 pentru orice n. Pentru o serie cu termeni pozitivi convergenta
este echivalentd cu marginirea (superioard ) a girului de sume partiale (acesta
este crescator).

Pentru seriile cu termeni pozitivi avem criteii de comparatie, dintre care
vom prezenta pe cele mai simple. Trebuie atentie in a nu aplica criterii de
comparatie seriilor care nu satisfac aceasta conditie.

o oo
Criteriul de comparatie I. Fie E U, E vy, serii cu termeni pozitivi
n=0 n=0

o

astfel incat u, < v, pentru orice n. Daca seria g vy, este convergenta ,

n=0
oo oo
atunci seria E u, este convergenta . Daca E uy, este divergenta , atunci
n=0 n=0

oo
Zvn este divergenta .

n=0
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oo (o]
Criteriul de comparatie II. Fie E U, E serii cu termeni pozitivi,

n=0 n=0p
v, >0 pentru orice n. Sa presupunem ca exista gi este finita limita L =
lim %=,
n—oo Yn
o0 oo
i) Daca seria E vy, este convergenta , atunci si seria E uy, este conver-
genta .

ii) Daca L # 0 seriile au aceeasi natura .

Exemplu. Fie seria 1+ 2% + 3% + ...+ # + .... Daca luam v,, =
deducem imediat, din criteriul comparatiei, convergenta primei serii.
Din comparare cu seria geometrica , se obtin urmatoarele doua criterii. Le
enuntam doar in forma II.

1
n(n+1)

o
Criteriul radacinii. Fie E Uy O serie cu termeni pozitivi astfel incat

n=0

exista limita L = lim /u,. Atunci:
x n—oo n
o0

i) Daca L < 1, seria E u, este convergentsa .
n=0
ii) Daca L > 1, seria este divergentd .
iii) Dacd L = 1 nu se poate conchide (a se vedea seriile cu u, = %, Uy, =

).

o0
Criteriul raportului. Fie Zun o serie cu u, > 0 pentru orice n si
n=0
astfel incat existd L = lim “*L. Atunci:

n—oo

i) Dacd L < 1, seria este convergenta .

ii) Daca L > 1, seria este divergenta .

iii) Daca L =1 nu se poate conchide.

Exemplu. Fie seria 1+ % + % 4.+ % +.... Folosind criteriul raportului
se deduce imediat convergenta acestei serii. Se poate arata ca suma acestei
serii este numarul e:nlgngo (1+ %)”. Mai general, folosind acelasi criteriu se

="

oo
arata ca pentru orice z€R seria E — - este convergenta .
n!

n=0
Criteriul integral. Fie f : [1,00) —R o functie pozitiva si descrescatoare.

o

In aceste conditii seria Z f(n) este convergentd daca si numai dacd sirul
1

( fln f)n este convergent (am notat, pentru simplitate, fln f integrala Rie-

mann [}* f(x)dx).

Exemplu. Fie seria 1+ 2% + 3% +...+ n%, + ...(numitd serie Riemann
de exponent «). Aplicand (si) criteriul integral se deduce c& seria Riemann
de exponent « este convergenta daca si numai daca a > 1.

Revenim la seriile cu termeni oarecari (nu neapérat pozitivi).
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o0
Criteriul lui Abel. Fie seria Zun cu girul sumelor partiale marginit gi

n=0
0

(an)n un gir descrescator cu limita 0. Atunci seria E apuy, este convergenta

n=0

Exemplu (serie Leibniz). Daca (ay,), este un gir descrescator cu limita
o0

0 numim serie Leibniz seria E (—=1)" ;. Din criteriul de mai sus rezultd ca
n=0
seriile Leibniz sunt convergente. In particular, este convergenta seria

armonica alternatd 1—1+1— 4 (-1)n+il 4 |
o0

Calcul aproximativ ( al sumei unei serii convergente). Daca E Uy, este

n=0
o serie convergenta de suma S, atunci R, = S—.5,, este restul seriei. Evident,

sirul (Ry), tinde la 0 cand n — oo. Problema calculului aproximativ al
sumei S este inlocuirea sa cu o suma partiala S, si estimarea erorii |R,|
care se produce In acest caz. Pentru seriile Leibniz estimarea erorii este
deosebit de comod& . Astfel avem, pentru o serie Leibniz, |R,|<ay+1
(a se vedea notatia din exemplul precedent). Mai mult, la seria Leibniz,
subgirul (S2,)n este descrescator, iar subsirul (Sa,11)n este crescator, astfel
ca putem afirma ca sumele partiale de ordin par aproximeaza suma seriei
prin adaos in timp ce sumele partiale de ordin impar aproximeaza suma
seriei prin lipsa .

oo
Absolut convergenta . O serie E u, este absolut convergenta
n=0
o0
daca seria E |un| este convergentd . Orice serie absolut convergentd este
n=0

convergenta (consecintza imediata a criteriului lui Cauchy). Seria armonica
alternata este convergenta dar nu este absolut convergenta .

Importanta seriilor absolut convergente rezulta (si) din:

Teorema 7.1. i) Intr-o serie absolut convergentd de suma S orice schimbare
a ordinii termenilor transformda seria intr-o serie absolut convergentd de
suma S .

i1) Datd o serie convergentd dar nu absolut convergentd gi un numgr real
A se poate schimba ordinea termenilor astfel incdt sa se obtind o serie de
suma A.

Prin termenul oarecum imprecis ”schimbarea ordinii” intelegem inlocuirea
termenului u, cu uy(,), nEN, unde o :N—N este o bijectie.

oo o0
Teorema 7.2. (tnmultirea seriilor). Fie seriile g Up, g v definim

n=0 n=0
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oo n
seria produs g wy, al celor dou serii prin w, = E UpUp_k pentru orice
n=0 k=0
o0 [ee)
n. Daca seria E Uy, este absolut convergentd cu suma S $i seria g vy, este
o

convergenta cu suma T, atunci seria E wy, este convergentd cu suma ST.

n=0

Observatia 7.1. Definitia seriei, a convergentei, conditia necesara de
convergenta, criteriul lui Cauchy se extind cu usurinta pentru serii in C
(cu coeficienti numere complexe). Totul se bazeaza pe notiunea de sgir con-
vergent de numere complexe; definitia limitei pentru giruri in C este perfect
analoaga celei din R inlocuind modulul din R cu modulul in C. Am preferat
limitarea la cazul R pentru o mai buna fixare a ideilor.



Capitolul 8
Integrale improprii

Vom presupune (am si fiacut-o la criteriul integral) notiunea de integra-
bilitate (Riemann) a functiilor pe intervale compacte cunoscuta . Scopul
acestui capitol este de a extinde integrala la cazul functiilor definite pe in-
tervale necompacte. Teoria prezinta analogii importante cu teoria seriilor
ceea ce justifici prezentarea ei dupa sectiunea dedicata acestora. Pentru
comoditatea cititorului vom enunta principalele proprietati ale integralei.
Aceste proprietati vor fi utilizate, in repetate randuri.

Proprietatile functiilor integrabile. Fie f g : [a,b] =R, functii
marginite,

i) Daca f, g sunt integrabile, atunci functia f + g este integrabila gi

/a (f + ) (@)da = / ' flayde + / ' (@)

ii) Daca f este integrabild gi a€ R, atunci functia o f este integrabila si

/a '(@f) (@) = / ' fla)de

iii) Daca f, g sunt integrabile si f < g, atunci ff flz)dz < f;g(x)dx .
iv) Daca f este integrabila , atunci |f| este integrabild si

/ab f(x)dx

v) Daca ¢ € [a, ], atunci f este integrabila pe [a, b] daca i numai dacé f este
integrabila pe [a, c] si pe [¢,b]. In acest caz avem f: f(@)de = [{ f(z)dz +
b

fc f(x)dx.

vi) Dacé functia f este continud pe [a, b], atunci functia F(z) = [ f(t)dt
este derivabila si F' = f.

vii) Dacad F' este o primitiva a functiei continue f, atunci f; flx)dx =
F(b) — F(a).

< [ V@ia

36
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Clase de functii integrabile.
i) Orice functie continud este integrabila .
ii) Orice functie monotona este integrabila .

Aga cum am facut si in capitolul anterior, vom nota f; finloc de f: f(x)dx
de cate ori nu este pericol de confuzie.

Functie local integrabila . O functie este local integrabila pe un
interval I daca este integrabila pe orice interval compact continut in I.

Exemplu. Functiile continue i functiile monotone sunt local integra-
bile.
In restul acestui capitol vom nota variabila atat cu ¢ cat si cu .

Integrala improprie I. Daca functia f este local integrabila pe [a, 00),
a €R se poate defini functia F' : [a,00) =R, F(z) = [ f(t)dt. Perechea
de functii f, F' se numeste integrala improprie a functiei f gi se noteaza
L% f(t)dt sau, mai simplu, [ f. Integrala improprie [ f se zice conver-
genta daca exista si este finitd limita mh_)rgo F(z).
In acest caz valoarea integralei improprii faoo f se noteaza , de asemenea,
faoo f i este zlggo F(z). O integrala improprie care nu este convergenta se
zice divergenta .

Natura unei integrale improprii se refera la convergenta acesteia. Daca
b € [a,0), atunci faoof este convergenta daca gi numai daca fboof este
convergenta .

Exemplu.

i) Fie f : [0,00) =R, f(t) = e % rezultd F(z) = 1—e i Jim F(z)=1.
Deci [;° e~"dt este convergentd si [ e~dt = 1.

ii) Fie g;[0,00) =R, g(t) = cost; rezultd G(z) = sinz si lim G(z) nu

T—r00
exista , deci fooo cos tdt este divergenta .

iii) Fie f : [1,00) =R, f(t) = 1/t%, a €R. Se arata cu ugurinta ca [ 4
este convergenta daca si numai daca o > 1.

Remarca . In analogia serii, integrale improprii, care a fost desigur
observata , criteriul necesar de convergenta in forma ”dac faoo f este con-
vergenta , atunci nhﬁrgo f(®) = 0” nu are loc. In adevir, se poate considera

exemplul unei functii f definitd pe intervalul [0, 00) astfel incat f(n) = n
1

pentru orice natural n, al carei grafic pe fiecare interval [n — 53N+ #},
n > 1 este format de laturile triunghiului isoscel de inaltime n gi care este
nula in rest.
faoo f este convergentd (de reamintit interpretarea integralei ca arie), dar nu
tinde la 0 cand ¢ tinde la infinit.

Spatiul vectorial al functiilor cu integrala convergenta . Daca f,
g sunt local integrabile pe [a, 00) , atunci:

i) Dacd [° f, [ g sunt convergente, atunci [°(f+g) este convergentd

siavem: [C(f4+g)=[7f+[7g.
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ii) Daca faoo f este convergenta si a €R, atunci faoo af este convergenta
si rezulta [ af=af>7 f.
Criteriul lui Cauchy. faoo f este convergenta daca si numai daca :

1"

Ve > 0,3B.,a < B astfel incat va/,x// > B sa avem ‘f;/ fl<e.

Remarca . Daca functia f , local integrabila este pozitiva , atunci
pentru convergenta integralei faoo f este suficienta marginirea functiei F. Se
pot obtine astfel criterii de comparatie.

Criteriul de comparatie I. Fie 0 < f < g local integrabile pe [a, o).
Daca faoo g este convergenta , atunci si faoo f este comvergenta . Daca faoo f
este divergenta , atunci si faoo g este divergenta .

Exemplu. [© e~ dt este convergentd ciici e=** < e~ pentru ¢ € [1,00)
ete.

Criteriul de comparatie II. Dacd f, g sunt local integrabile pe [a, o)
f>0,9 >0 si exista limita finitda L = lim % atunci:

T—00

i) Daca f;o g este convergenta , atunci si faoo f este convergenta .
i) Daca L # 0 integralele faoo 7, faoo g au aceeasi natura .
Putem reformula si:

Criteriul integral. Fie f : [1,00) =R o functie pozitiva si descrescatoare.
(o]

o e . 9 % . . v oo
In aceste conditii seria E f(n) este convergenta daca gi numai daca fl f
1
este convergenta .

Observatie. Cu modificari evidente se definesc integralele improprii pe
intervale (—oo, a] si convergenta acestora. Fie acum f : (—oo, 00) =R local
integrabila . Spunem ca ffooo f este convergenta daca exista c astfel incat
integralele [©_f, [ f sa fie convergente. In acest caz definim [ f =
ffoof + fcoo f. Definitia este corecta , atat convergenta cat si valoarea
integralei fiind independente de punctul c.

Integrala improprie II. Vom considera functii local integrabile pe
(a,b],a,b €ER,a < b. f: f se zice convergentd daca functia F(x) = fxb f)dt
are limita finitd pentru x — a si valoarea integralei improprii este aceasta
limita . Am considerat util de separat cazul intervalului marginit de cazul
intervalului nemérginit pentru cé , pentru functii marginite pe (a,b], inte-
grala improprie nu aduce ceva nou: daca f este local integrabila gi marginita
atunci dandu-i o valoare oarecare in punctul a se obtine o functie integra-
bild pe [a,b] a cirei integrala este independenta de valoarea dati si egald cu
valoarea integralei improprii convergente f; f-

Exemplu. Fie f : (0,1] =R, f(¢t) = t* a €R. Se aratd ugor ci fol %
converge daca gi numai daca ¢t < 1.

Nu vom mai descrie toate tipurile de integrale improprii corespunzatoare
diferitelor tipuri de intervale necompacte. Cititorul le poate defini cu ugurinta
folosind cazurile tratate mai sus. De asemenea nu vom mai enunta criterii
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de tip Cauchy sau criterii de comparatie etc. Acestea sunt adaptari ale
rezultatelor corepunzatoare de mai sus.

Absolut convergenta . Integrala improprie a unei functii local integra-
bile f este absolut convergenta daca este convergenta integrala functiei
|f]. O integrala absolut convergenta este convergentd . Reciproca nu este
adevarata : astfel fooo %dt este convergenta dar nu este absolut convergenta
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Siruri si serii de functii. Serii
de puteri

Vom considera siruri (f,), de functii f,, : I =R, unde I este un interval in
R.

Convergenta simpla . Sirul (f,,), converge simplu (punctual) catre
functia f : I —R daca , pentru orice x € I sirul (f,(z)),, converge la f(x).
In acest caz scriem f,, — f. Dezvoltat:

(*)Vz € 1,V¥e > 0,3N, . astfel incat daca n > N, . atunci | f,(z) — f(x)] <
€.

Exemplu. Fie f,(z) = 2™,z € [0,1] si f : [0,1] =R, f(z) = 0,z <
1, f(1) = 1. Atunci f, > f(rezulti ci un sir de functii continue poate con-
verge simplu ciitre o functie care nu este continud ).

Convergenta uniforma . Sirul (f,),, converge uniform catre functia
f: 1 =R (siscriem f, = f) daca :

(**) Ve > 0, 3N, astfel incat daca n > N, atunci |f,(z) — f(z)| < e,Vx €
I.

Se observa ca daca
fn— f atunci f,, = f. Reciproca nu este adevirati .

Exemplu. Reluand exemplul precedent, se arata ca girul f,, nu converge

uniform céatre f .

Propozitia 9.1. Daca (f,),, este un sir de functii pe I si f : I — R notam

my, = sup | fu(z) — f(x)|,m, € [0,00]. Atunci f, > f dacd si numai dacd
zel
my, — 0.

Corolarul 9.1. Dacd existd un gir (x,)y in I astfel incat sirul (fp(x))n nu
tinde la 0 atunci sirul (fn)n nu tinde uniform catre functia identic nuld 0.

Teorema 9.1. (transfer de continuitate). Sd presupunem cd fn,— f si
ca toate functiile f, sunt continue in punctul a € I. Atunci functia f este

40
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continud in a. Rezultd cd dacd fn,— f si functiile f, sunt continue pe I,
atunci f este continud pe L.

Teorema 9.2. (integrare termen cu termen). Fie (f,), un sir de functii

continue, f, ~ f pe un interval compact [a,b]. Atunci f; fn— f: f (integrala
limitei este limita integralelor).

Teorema 9.3. (derivare termen cu termen). Fie (f,), un sir de functii
derivabile pe intervalul I astfel incat fn, > f si f;l 5 g. Atunci functia f este
derivabila st f/ =g.

Serie de functii. Daca (f,),, este un sir de functii pe I consideram sirul

de functii (Sp)n, unde S, = fo + f1 + ... + fn. Seria de functii an este

n=0
o
perechea de siruri (fy,),, (Sp)n. Spunem ca seria Z fanconverge simplu
n=0

(uniform) daca sirul (S,), converge simplu (uniform). In acest caz limita

simpld (uniforma ) a sirului (S,),, este suma seriei.
o0

Criteriu (Weierstrass). Daca existd o serie convergenta E an astfel

n=0
0

incat |frn(x)| < ap, Vo, atunci seria Z fn converge uniform.

n=
Remarca . Teoremele de transfer de continuitate, integrare termen cu
termen, derivare termen cu termen se extind imediat la serii de functii. De

oo
exemplu, daca Z fn este o serie uniform convergenta de functii continue pe
n=0
00 00 b
intervalul [a, b], atunci f;(an) = Z(/ fn) ete.
n=0 n=0 v

Serie de puteri. Se numeste serie de puteri (in R) o serie de functii
o

de forma E anx", a, € R. Numerele reale a,, se numesc coeficientii seriei.

n=0
0

Raza de convergenta . Fie E anx™ o serie de puteri. Exista (si este

n=0
00

unic) R € [0,00], numit raza de convergenti a seriei g apz”, astfel
n=0

Incat
o0

i) Daca |z| < R, atunci seria de numere E anx™ converge absolut. In

n=0
00

particular, seria de functii Zan:c" converge simplu pe (—R, R). In cazul

n=0
R = 0 singurul punct de convergenta al seriei este x = 0.
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o
ii) Daca 0 < r < R atunci seria Zanxn converge uniform pe [—r, r].
n=0
In particular, dacd R = oo, atunci seria converge uniform pe orice interval
compact.
iii) Daca exista limita | = nhﬂngo Y lan|, atunci rezulta :

R =7 (cu conventia $=c0, = = 0).

iv) Daca exista limita [ = hm lan|
n—oo |@n+
(o]

nE atunci avem R=I[ .

Exemplu. Seria geometrica E z™ are raza de convergentda R=1. Seria

n=0
o0
z" N
g — are raza de convergenta R=c0.
n!
n=0

Teorema 9.4. Fie seria de putert Zanaﬁ” cu raza de convergenta R > 0
n=0
i fie f suma seriei pe intervalul de convergentd (—R, R). Atunci:

i) Functia f este de clasa C™ gi derivatele sale se obtin prin derivare
termen cu termen. De exemplu, f Zna: etc. (seriile derivatelor

au aceeasi razd de convergentd ca seria mmala ).

ii) Functia f se poate integra termen cu termen pe orice interval compact
b & bn+1 _ an+1
la,b] C (=R, R). Astfel [ f(x)dx = ZG”T
n=0

i11) Dacad F este o primitivd a functiei f, atunci F(x 0)+ E an 1
n
n=0

Dezvoltare in serie de puteri. Daca o functie f este suma unei serii de
puteri (pe intervalul de convergenta al acesteia) spunem ca f este dezvolta-
[o.¢]

bila in serie de puteri (pe intervalul respectiv). Daca f(z) = Zanx", T €
n=0

(=R, R), atunci a, = fl(!o),n € . In particular, seria de puteri cu suma f
este unic determinata de f.

Exemplu. Folosind teorema de mai sus, deducem, pornind de la seria
geometric, In(1 4+ z) = > 0%, (—1)" 1L pentru |z] < 1.

Remarca . Seriile de puteri sunt utile in definirea unor functii foarte
importante. Astfel, putem lua prin definitie:

n

x
exp(z) = e” —1—|—1'+§+ —|———|— . pentru x € R
1,2 :174 an
cos(z) =1— o7 +— m et (—1)"W +..zeR
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3 5 2n+1
T x x
sinfz) =2 — =+ —— ...+ (-1)"— + ..z €R.
(z) 3! 5l (=1) (2n + 1)!
Este de preferat a se lucra cu serii de puteri in C definind exponentiala
complexa prin aceeagi formula ca cea reala si, apoi, functiile trigonometrice
pe baza "relatiei lui Euler” : €' = cosz + isinx, z €R. In acest mod toate
formulele trigonometrice se deduc din relatia lui Euler folosind proprietatea

fundamentald a exponentialei: exp(z1 + 2z2) = exp(z1) exp(z2).

o0
Teorema 9.5. (Abel). Fie Zan o serie convergentd de numere Teale.

n=0
o)

Daca notam f suma seriei de puteri (Zanaj" in intervalul (—1,1), atunci

n=0
lim f(z) = 32020 an-

Exemplu. Am obtinut, mai sus, dezvoltarea In(1+x) = 3°0° | (—1)" 122

n=1
oo
|z| < 1. In acest caz seria E ay, din teorema precedenta este seria armonica
n=0

alternata . Deducem c& suma seriei armonice alternate este In 2.
oo

Se considera , mai general, serii de puteri de forma E an(r — a)™ numite
n=0
serii Taylor (centrate in a). Teoria acestor serii se este analoagi teoriei

discutate mai sus.

Functie analitica O functie definitd pe o multime deschisd A din R
se zice (real) analiticid daca , in vecinatatea fiecrui punct a € A, este suma
unei serii Taylor centrate in a.
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Seri1 Fourier

Definitia 10.1. Fie H un spatiu vectorial (complex sau real); o aplicatie
<,>: H x H — C (respectiv R)

se numeste produs scalar daca pentru orice x,y,z € H si orice o, 8 € C
sunt adevarate relatiile:
i.<ax+py,z>=a<z,z>+0 <y,z>;
ii. <z,y>= <y, x>;
iii. <z,2>> 0
iv. <z, x>=0&2=0.
Perechea (H, <,>) se numeste spatiu cu produs scalar.
Aplicatia || ||: H— H, || z ||= /< @,z > este norma pe H si verifica
inegalitatea lui Schwarz:

| <zy>[<lz|lyl Va,ycH

Reciproc, un spatiu normat (H,| ||) este spatiu cu produs scalar dacd si
numai daca este verificata legea paralelogramului:

let+y > +le—ylP=2(lz*+y*), e,y € H

Spatiul (H,<,>) se numeste spatiu Hilbert daci orice gir Cauchy este
convergent (spatiul normat (H, || ||) este complet).
In cele ce urmeaza (H, <,>) este un spatiu Hilbert.

Exemplul 10.1. Spatiul Banach €" (cu norma euclidiand ) este spatiu
Hilbert cu produsul scalar:

n
<my>=Y ;T
j=1

pentru orice x = (21,2, ..., 2n) $1 ¥y = (Y1, Y2, .-, Yn) vectori din C". Analog
si pentru R™.

44
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Exemplul 10.2. Spatiul Banach al girurilor de patrat sumabil,

CN)={z: N C| > |z(n)]* < o}
neN

este spatiu Hilbert cu produsul scalar:

<T,y>= Z x(n)ma

neN

pentru orice siruri z,y € £2(N). Analog si pentru spatiul sirurilor bilaterale
(definite pe Z), (?(Z).

Definitia 10.2. Doi vectori z,y € H se numesc ortogonali (sau per-
pendiculari; notdm z | y) dacd < z,y >= 0. Ortogonalul unei multimi
nevide M C H este, prin definitie, multimea (subspatiul inchis)

Mt={zcH|zly Vye M}

Teorema 10.1. (Teorema proiectiei) Fie H un spatiu Hilbert gi fie M C
H o mulfime nevidd , inchisd si convexda . Atunci existd un unic vector
xyp € M astfel incat

| [|=inf{| = || |z € M}

O consecinta importanta este generalizarea descompunerii dupa directii
perpendiculare din geometria euclidiana :

Teorema 10.2. (Descompunerea ortogonald ) Fie K C un subspatiu
inchis si fie K+ ortogonalul sdu. Atunci, pentru vector x € H existd ( si
sunt unici) y € K i z € K1 astfel incit x =y + 2.

Definitia 10.3. Fie H un spatiu Hilbert; o submultime B = {g;}ics se
numeste baza ortonormala in H daca :
i. <ej,ej >=0;; (simbolul lui Kronecker), Vi, j € J;
ii. subspatiul vectorial generat de B este dens in H.
Definitia 10.4. Spatiul Hilbert H se numegte separabil daca admite
baze ortonormale cel mult numarabile.

In continuare vom considera numai spatii Hilbert separabile.
Definitia 10.5. Fie H un spatiu Hilbert (separabil), fie B = {e}nen 0
bazd ortonormald (fixatd ) si fie z € H un vector fixat; coeficientii Fourier
ai lui z (in baza B) sunt 7, =< x,&, >,Vn € N, iar seria )y Tnen se
numeste seria Fourier asociata lui z. Aplicatia

H >z (Tn)n € 2(N)

se numeste transformarea Fourier (pe spatiul H).
Proprietatile seriei Fourier
i. Pentru orice x € H, seria Fourier asociata , ) -y Znen, converge la x;
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ii. || z|?*=3,cn |Zn]? (identitatea lui Parseval);
iii. transformarea Fourier este un izomorfism (izometric) de spatii Hilbert.

Serii trigonometrice
Un caz particular remarcabil de serie Fourier este seria trigonometrica .
Consideram spatiul Hilbert al functiilor periodice (de perioada 27) de patrat
integrabil:

L%0,27] = {f : [0,27] — C | f masurabila si /27r |f(1)|?dt < oo}
0

Produsul scalar este

1 2w

iar norma || f ||2= % OQW |f(t)|2dt.
Pentru orice n € Z, fie wy,(t) = ™. Un rezultat clasic de analiza afirma c&
multimea (sistemul trigonometric) B = {wy, | n € Z} este bazd ortonormala
in L2[0,2n]. Pentru orice functie f € L?[0,27] , coeficientii Fourier ( in
raport cu baza fixatd mai sus), sunt

2

~ 1 .
frn =< fiwn >= — f(t)e "t vn € Z,
27T 0

iar seria Fourier (sau seria trigonometricé ) asociata functiei f este g fnwn;

nez
n
sumele partiale ale seriei, P, = Z frwg, se numesc polinoame trigono-
k=—n
metrice si lim P, = f in spatiul L?[0,27], sau, echivalent:
n—oo
li P, — =0.
Jim [ P, — f 2= 0
Identitatea lui Parseval devine in acest caz:
I 2 2 72
o [ [F@OF = fl2= > I
T Jo
nez
Folosind egalitatea e™ = cosnt + isinnt,Vt € R, seria Fourier asociati

functiei f se poate scrie sub forma:

o0
a
?O + Z(an cosnt + by, sinnt),
n=1
unde coeficientii trigonometrici (clasici) ay, si by, sunt:
1 2m

ap = — f(t) cosntdt, Vn > 0,
T Jo
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1 2w
by, = f/ f(t) sinntdt, Vn > 1.
0

T
Legatura dintre coeficientii ﬁ“ an i by, este:

ap —ib, -~ an -+ iby,

—~ apg -~
fOZEa fn: 9 af*’n: 9 ,V?’L:].,Q,...

Lema lui Riemann afirma ci daca functia f este integrabila , atunci:

lim a, = hm by,
n—oo

In legatura cu convergenta punctuala a seriei Fourier, are loc urmatorul
rezultat clasic:

Teorema 10.3. (Teorema lui Dirichlet) Dacd f: R — R este o functie
periodicd de perioadd 2w, masurabila , marginita , avand cel mult un numar
finit de discontinuitati de speta intdi i avand derivate laterale in orice punct,
atunci seria Fourier asociata functiei f converge in fiecare punct x € R la

S(F+0) 4 (= 0).

In particular, daca functia [ este continud ( si verificd celelalte ipoteze din
teorema lui Dirichlet), atunci are loc descompunerea:

oo
— ?0 Z_: ap, cosnt + by sinnt).

Conditii suficiente pentru convergenta uniforma a seriei Fourier sunt date
in teorema urmatoare:

Teorema 10.4. (Convergenta uniforma a seriei Fourier) Dacd f :
R — C este o functie continud , de clasd C' pe portiuni si periodicd de
perioadd 2w, atunci seria sa Fourier este absolut si uniform convergentd ,
iar suma este f.

Numarul 4 = % fo% f(z)dz este media semnalului f, primul termen

ajcosx + by sinx
este oscilatia principald ( in jurul valorii medii), iar termenul
an cosnt + by sinnt, n > 2

este armonica de ordinul n a functiei f. Perioada armonicei de ordinul n
este %’r, iar amplitudinea A,, = \/|a,|? + |b,|?; conform lemei lui Riemann
rezulta lim A4, = 0.

n—o0
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In cazul in care functia f are perioada T = 2¢, (¢ > 0), atunci toate
rezultatele de mai sus sunt in continuare adevarate, cu adaptarile core-
spunzatoare; baza ortonormala este

-nTT

{en|n € Z}, cuey(z)=¢€""7 ,

iar coeficientii Fourier sunt:

-~ 1 2 S NTTL
fn= —/ f@)e™ ¢ de,Vn € Z,
2¢ Jq

1 2
ap = Z/ f(z) cos $dx, vn=0,1,2,..,

20
bn é/ f(z sm Vn=12 ..

Teorema lui Dirichlet se scrie:

nmwx

L0 7= 0) =%+ 3 (anoos "7 b s "7 =

n=1

z:ﬁl ,VzelR.

n=—oo

Identitatea lui Parseval devine 1n acest caz:

20
T [baf?) = g/ ()2 dt.

Evident, toate rezultatele de mai sus raman adevarate daca inlocuim inter-
valul [0, 2¢] cu orice alt interval de lungime 2¢, de exemplu, [/, ¢].

Serii de sinusuri si cosinusuri

Fie f : [0,/] — R, o functie integrabild si fie f : R — R, periodici de
perioada 2¢, definita prin:

n>1

N flx) , z€]0,4]
ﬂﬁ—{f@@ ze(=0,0)

Daca functia f satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci, dezvoltand
f 1n serie Fourier, rezulta :

%(f(x—}—O)—l—f(ac— +Zancos VIE(O,Z),

f(0+0) = —i—Zam - _?O 2 ",
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coeficientii a,, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.
Formula de mai sus se numegte dezvoltarea in serie de cosinusuri a lui f.
Analog, daca functia (impara ):

R f(x) , z€]0,4]
f(w)—{ “f(ea) . we(—£,0)

satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci dezvoltarea in serie de si-
nusuri a functiei f este:

;(f( +0)+ f(z—0) Zb sin o VwE(O,E),

coeficientii b, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.
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Functii definite prin integrale

Functie definita printr-o integrald proprie. Fie f : [a, b]x (¢, d) —R. S&

presupunem ci pentru orice y € (¢,d) functia x — f(x,y) este integrabild

pe [a,b]. Este deci bine definita , printr-o integrald , functia (x) F(y) =
b

Jo f(z,y)dz

Continuitate. Daca functia f este continua , atunci functia F este
continua .

Derivabilitate. Daca f este continua gi exista % si este continua |,

atunci functia F este derivabild si F'(y) = [ bos

o 9y (@ y)dz. Ultima formula
poarta numele de regula lui Leibniz.

Functie definitd printr-o integrald improprie. Fie f : [a,b) X
(¢,d) =R (b real sau 00). S& presupunem cé pentru orice y € (¢, d) functia
x — f(z,y) este local integrabild pe [a,b] si f: f(z,y)dz este convegentd

Este bine definita , printr-o integrald improprie, functia (x%)F(y) =
fab f(z,y)dzx. Se dau definitii analoage pentru celelalte tipuri de intervale
necompacte.

Convergenta uniforma . In conditiile definitiei de mai sus spunem ca
integrala (xx) converge uniform in raport cu y daci : Ve > 0,3B. < b

Iy f(x,y)dx‘ < &,Vye (¢, d).

Continuitate. Cu notatiile de mai sus daca f este continua si integrala
(xx) converge uniform, atunci functia F' este continua .

astfel incat B. < u < b sa implice

Derivabilitate. Sa presupunem ca f este continua , % exista si este
continud si functia F din (x*) este definitd . Daca integrala

G(y) = f(f g—i(a:, y)dx converge uniform, atunci F este derivabils si F' = G.

Criteriu de convergenta uniforma . Daca |f(z,y)| < g(x) pentru
orice x € [a,b) si y € (¢, d) € f;g este convergentd , atunci fab fz,y)dx
converge uniform.

Functiile B si I'. Exemple importante de functii definite prin integrale
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improprii cu parametri sunt functiile B si I":

1
B@A%=/<ﬁ4ﬂ—wﬂ”dm p,g>0
0

si
I'(a) :/ e ®dx, a>0.
0

Avem:
i) =1,
ii) M'(a+1) = al'(a), YaeR,
iii) T(n+1) =n!, VneN,
inm®:F@W@

F@t@’
v) B(p,1-p) = , 0<p<l.

sinp

o1
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Integrala curbilinie

Drum parametrizat. Se numeste drum parametrizat de clasi C* (pe
scurt, drum de clas C*) in R™ o aplicatie de clasi C* ¢ : [a,b] —R"
([a,b] CR). Imaginea intervalului [a,b] prin functia ¢ este o submultime
compacta In R™ care se numeste si imaginea drumului si va fi notata Z,,.
Vom nota, in legiturd cu o posibila intuitie cinematica , variabila in [a, b]
cu t. Punctele A = ¢ (a),B = ¢ (b) sunt extremitatile drumului. Daca
A = B drumul se zice inchis. Daca ¢ = (1, 92, ..., n) si ¢ este de clasi C1,
atunci existil o identificare naturals ¢ (t) = (cpll (), 00 (1), ., (t)) Este
util de scris drumul ¢ ”desfagurat”: x1 = 1 (t), 22 = @2 (), ..., Tn = ©p (t).

Conexiune prin arce. O multime MCR" este conexa prin arce daca
pentru orice doua puncte A,B € M exista un drum continuu cu imaginea
in M si de extremitati A, B. Se zice, pe scurt, ca orice doua puncte din M
pot fi unite printr-un drum in M.

Propozitia 12.1. i) Fie M conezd prin arce si f : M —R o functie continud
care nu se anuleazd . Atunci f pastreazd un semn constant pe M.

it) Daca M este deschisa , conexd prin arce si f : M —R o functie
diferentiabila astfel incat Vf =0, atunci f este constanta .

Lungimea unui drum. Fie ¢ : [a,b] =R"™ un drum parametrizat si fie
A = {tg,t1, .., tp },a =ty < t1 < ... <t = b o diviziune a intervalului [a, b].

k—1
Definim La (p) = Z [l (ti1 — @ (t;))]| (lungimea "liniei poligonale” de-
i=0

terminate de punct(;le o (to), o (t1),....,o(tr)). Fie L(p) = supLa (p),
A

marginea superioard a multimii numerelor La () cAnd A parcurge multimea
tuturor diviziunilor intervalului [a, b]. In general L(y)€ [0, 00]. Dacd L(p) €
spunem ca drumul ¢ este rectificabil gi numarul L(p) este, prin definitie,
lungimea drumului ¢.

Teorema 12.1. Dacd drumul ¢ este de clasi C', atunci este rectificabil si
avem L (o) = f: Hcpl (t)Hdt,

92



53

(reamintim cd avem Hgol (t)H = \/cpllz )+ @y (&) + o+ (1) ).

Exemplu. Fie drumul ¢ : [0,27] —R?, (t) = (cost,sint). Imaginea
drumului este cercul unitate. Un calcul simplu arata cd L(yp)=27 .

Integrarea functiilor. Fie ¢ : [a,b] =R" un drum i f : Z, =R o
functie continua. Integrala functiei f pe drumul ¢ este
J, fds = f; I (o(t) H(pl(t)H dt (membrul stang este o notatie). Se observa
ca lungimea drumului este integrala functiei constanta f = 1 pe drumul
respectiv. Integrala functiilor pe drumuri parametrizate se mai numeste in-
tegrala curbilinie de primul tip. Interpretarea fizica a integralei este, de
exemplu, calculul masei unui ”fir” descris de parametrizarea ¢ atunci cand
se cunoaste densitatea f.

Camp vectorial. Se numeste camp vectorial pe multimea ACR"
orice functie V: A —=R". Dacid V= (V1,Vs,...,V,,) atunci functiile reale
V1, Va, ..., V,, sunt componentele campului. Un camp se zice de clasa C*
daci toate componentele sunt de clasi C*¥. In cazul planului vom nota
componentele unui camp cu P, @ iar in cazul spatiului cu P, Q, R.

Exemplu. Daci f : A —R este o functie de clasi C' pe multimea
deschisa A CR™ atunci gradientul V f al functiei f este un exemplu impor-
tant de cAmp vectorial (a se vedea gi Capitolul 4).

Circulatia unui camp. Fie ¢ : [a,b] =>R™ un drum si V un camp
vectorial continuu pe Z,,. Se defineste circulatia campului V' pe drumul
¢ prin:

b ! ’ !
[ vetr= [ (M@0 + Vale()h(0) + .+ Valolt)en®) de

@ a
Sa observam ca daca scriem V-dr = Vidx1+ Vodxs +...4+ V,dz, si folosim
forma ”desfagurata ” de scriere a drumului formula de mai sus se retine cu
usurinta .

Circulatia unui camp vectorial se mai numeste integrala curbilinie de al
doilea tip.

Daca V este un camp de forte, atunci circulatia se interpreteaza ca lucru
mecanic.

Exemplu. Si considerim campul vectorial V:(—%ﬂz, waTyZ) definit
pe R2-{0} si de clasd C*. Si calculam circulatia acestui cAmp pe drumul
o(t) = (acost,asint), t € [0,27],a > 0. Se obtine imediat f@ V. dr = 2.
Poate parea surprinzator ci circulatia nu depinde de a (imaginea drumului
este cercul cu centrul in 0 gi de razd a). Acest fapt se explicd prin aceea
ca , In acest caz, circulatia exprima marimea unghiului parcurs la o rotire
completa .

Camp de gradienti. Un camp vectorial V pe o multime deschisa se
zice camp de gradienti daca exista o functie de clasi C! astfel incat
V =Vf. In acest caz functia f este un potential scalar al campului V.
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Independenta de drum. Fie V un camp de gradienti pe multimea
deschisa 2 CR”™ gi f un potential scalar al campului V. Pentru orice drum
¢ astfel incat Z, C Q avem f@ V-dr = f(¢(b)) — f(p(a))(circulatia depinde
doar de extremitatile drumului; sd observam ca daca () este conexa prin
arce doud potentiale ale unui cAmp diferd printr-o constanti). In particular
circulatia unui camp de gradienti pe un drum inchis este nula.

Exemplu. Campul vectorial din exemplul precedent nu este un camp
de gradienti; ntegrala pe drumul inchis din exemplu nu este nula.

Remarca . Integrala curbilinie de al doilea tip a fost prezentata ca
circulatie a campurilor vectoriale. Un mod echivalent de prezentare uti-
lizeaza formele diferentiale.

Fie V= (V1,Vs,...,V;,)= Vf un camp de gradienti de clasi C'. Din egali-

ov, oV .
= 24,

81']‘ a.’L‘Z

1,2, ...,n. Aceste conditii sunt deci necesare pentru ca un camp de clasa C!

s fie camp de gradient.

tatea derivatelor partiale mixte ale functiei f obtinem ()

Teorema 12.2. (Poincaré). Fie V un camp de clasa C! satisfacand
conditiile (x) pe bila deschisa B(0,R). Atunci V este un camp de gradienti
pe B(O,R). In plus, un potential scalar este

1 n
f(m):/o (invi(tl'lytl'%~--atxn))dt'
i=1

Teorema poate fi enuntata si sub forma: daca V este un camp de clasa C*
satisfacand conditiile (%) pe multimea deschisa Q, atunci V' este ”local” un
camp de gradienti (fiecare punct are o vecinitate pe care exista un potential
scalar). In general V nu este global un cAmp de gradienti. Un bun exem-
plu in acest sens il constituie cAmpul V=( discutat intr-un
exemplu anterior.

Multime stelata . O multime M CR" se zice stelata 1in raport cu
a€ M daca pentru orice z € M segmentul de dreapta [a,2] C M. Spunem
ca M este stelata daca este stelata in raport cu un punct al ei.

Exemplu. R?\ {0} nu este stelata .

Y L)
T24y2 0 2242

Teorema 12.3. Fie V un ciamp de clasi C' satisfacind conditiile (%) pe
mulfimea deschisa si stelatd Q. Atunci V este un camp de gradienti pe €.
In particular, aceasta se intampla pentru Q= R™.

Schimbare de parametru (variabild ). Se numesgte schimbare de
parametru o aplicatie de clasi C!, bijectiva 6 : [a,b] — [c,d] astfel incat
inversa 67! este de clasi C'. O schimbare de parametru este fie strict
crescatoare (directd ) fie strict descrescatoare.

Arc. Doui drumuri parametrizate de clasa C!' ¢ : [a,b] —R",
¥ @ [e,d] =R" se zic echivalente, ¢ ~ 1, daci existd o schimbare de
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parametru 6 : [a,b] — [c,d] astfel incat ¢ = 9 o §. Doudl drumuri echiva-
lente au aceeagi imagine. Relatia ”~” este o relatie de echivalentd (re-
flexivd, simetrica, tranzitivd). Se numeste arc (de clasia C'), in R”, o
clasa de echivalenta v fata de relatia ”~”. Daca ¢ € v spunem ca ¢ este
o parametrizare admisibild pentru arcul . Vom nota cu Z, imaginea
comuna a drumurilor din 7 si o vom numi imagine a arcului ~.

Integrala functiilor pe arce. Fie v un arc in R" i f : Z, =R
o functie continua. Atunci daci ¢, € 7 rezulta qu fds = fw fds. Se
poate defini deci, fara ambiguitate, integrala functiei f pe arcul v prin
f,y fds = f@ fds pentru o parametrizare admisibila ¢ € . In particular,
putem vorbi fara ambiguitate de lungimea unui arc.

Arc orientat. Dou# drumuri parametrizate de clasa C* ¢ : [a, b] —R™,
¥ : [c,d] =>R™ se zic direct echivalente, ¢ ~, 1, dac existd o schimbare
directd de parametru 6 : [a,b] — [c, d] astfel incat ¢ = 1pof. Doud drumuri
direct echivalente sunt echivalente. Relatia ”~,” este o relatie de echivalenta
Se numeste arc orientat (de clasi C'), in R", o clasi de echivalenti
fata de relatia ”~,”. Daca ¢ € ~ spunem ca ¢ este o parametrizare
admisibila pentru arcul ~.

Circulatia unui camp vectorial pe un arc orientat. Fie v un arc
orientat In R™ g¢i V un camp continuu pe imaginea arcului. Atunci daca
©,1 € 7y rezulti fw V.dr = fw V -dr. Se poate defini deci, fara ambiguitate,
circulatia cAmpului V pe arcul ~ prin f7 V.dr = f(p V - dr pentru o
parametrizare admisibila ¢ € 7.
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Integrala dubla si integrala
tripla

Integrala dubla

Fie A=[a,b] x [¢,d],a < b,c < d un dreptunghi in R?. Definim aria
dreptunghiului A ca fiind o0(A)=(b—a) x (d — ¢). O diviziune A a drep-
tunghiului A este o pereche A1, Ay, unde A; este o diviziune a intervalului
[a, b], iar Ay o diviziune a intervalului [e,d]. Prin paralele la laturi, o diviz-
iune imparte dreptunghiul in ”sub”dreptunghiuri i vom nota un asemenea
subdreptunghi generic cu S€ A. Avem O‘(A)ZZO‘(S).

SeA
Este evident ce se intelege spunand ca o diviziune este mai fina decat alta

gi este ugor de vazut ca , date doua diviziuni, exista una mai fina decat
ambele.

Sume Darboux. Fie f :A— R o functie méarginita si A o diviziune a
dreptunghiului A. Pentru fiecare S€ A notam Mg(f) = Sl;p fims(f) = iréff

si definim sumele Darboux

UA, f) =) Ms(f)o(S), LA, f) = Y ms(fa(S).
S S

Propozitia 13.1. Fie Ay, Ag diviziuni ale dreptunghiului A.

i) Dacd Ag este mai find decdit Ay, atunci L(A1f) < L(Asf) si
U(A27 f) < U(A17 f)

it) L(A1, f) S U(Aqg, f) (A1, Ag arbitrare).

Integrabilitate (pe dreptunghi). Fie f o functie marginitd pe
dreptunghiul A. Spunem ci functia f este integrabild pe A daca (¥*)
supL(A, f) = igf U(A, f). In acest caz, se defineste integrala (dubla )
A

a functiei f pe A, [[, f(x,y)dzdy, ca fiind valoarea comuna din (*). Vom
nota si ffA f integrala functiei f Remarcam ca integrala functiei f = 1 este

o(A).

o6
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Exemplu. Fie {45 : A =R, (a,b) € A functia definita astfel:
$ap) (T, y) = 0, (z,y) # (a,b),€@ap)(a,b) = 1. Functia este integrabila si
are integrala nula.

Teorema 13.1. Functia marginita f este integrabild pe A dacd si numasi
dacd Ve > 0,3A astfel incit U(A, f) — L(A, f) <e.

Proprietatile functiilor integrabile. Fie f, g : A —R functii marginite,
i) Daca f, g sunt integrabile, atunci functia f + g este integrabila si

//A(f+g)(l’,y)dxdy = /Af(x,y)dxdy—l—//Ag(x,y)dxdy.

ii) Daca f este integrabila si a € R, atunci functia o f este integrabila si

//A(Ozf)(if,y)dxdy = a/Af(x,y)dxdy.

iii) Daca f, g sunt integrabile si f < g, atunci

/ [ f(o.ydndy < / /A 9(z, y)dzdy.

iv) Dacd f este integrabild , atunci | f| este integrabila si

‘//A f(x,y)dxdy’ < //A \f(z, y)| dzdy.

v) Daca A este o diviziune, atunci f este integrabila pe A daca si numai
daca pentru orice S € A restrictia f/5 a functiei f la S este integrabila pe
S. In acest caz avem;

fla,y)dedy = f/s(x,y)dady.
A SeA

Teorema 13.2. Functiile continue sunt integrabile.

Teorema 13.3. (integrale iterate). Dacd f : A =R este o functie con-
tinud atunci:

() | [ @yydody = / Y / " fle,y)de)dy = / “ay / ' flay)ia

ultima egalitate fiind o notatie.

Aceastd teorema reduce calculul unei integrale duble la doua integrale
”simple”. Putem interpreta rezultatul ca o teorema de integrare a unei
functii definite printr-o integrala.

Vom extinde definitia integrabilitatii pentru functii definite pe multimi
mai generale decat dreptunghiurile.
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Fie KCR? o multime compacts si f; K —R o functie marginita . Daca
A este un dreptunghi, K C A definim functia f4 : A =R egala cu f pe K
si 0 in rest.

Integrabilitate (pe multimi compacte). Spunem ci functia f este
integrabila pe K daca exista un dreptunghi A O K astfel incat functia fa
s fie integrabild pe A. In acest caz punem, prin definitie [ 4 S (@, y)dedy =
I 4 fa(z,y)dxdy. Atat integrabilitatea cat si valoarea integralei sunt inde-
pendente de dreptunghiul A.

Maisurd Jordan nuld . O multime MCR? are masuri (Jordan) nuli
dacd Ve > 0,3 dreptunghiuri Ay,..., A, astfel incdt M C |JA,,

(2

Ylo(4) <e.

Multime miasurabilid (Jordan). O multime MCR? este masurabila
(Jordan) dacd este marginita si frontiera (a se vedea Capitolul 2) FrM are
masura nula.

Teorema 13.4. Fie KCR? o multime compactd masurabild si f; K —R o
functie continua . Atunci f este integrabila pe K. In particular functia 1
(constant egald cu 1) este integrabild pe K si ffK ldxdy este, prin definitie,
aria 0(K) a compactului K ; de obicei, se scrie o(K) = [[, dudy.

Proprietatile functiilor integrabile. Proprietitile i),ii),iii),iv) ale
functiilor integrabile pe dreptunghi raman valabile si In cazul functiilor in-
tegrabile pe multimi compacte. Pentru proprietatea v) avem : daca L, K
sunt compacte astfel incat L K are masura nuld si f este integrabild pe L
si pe K, atunci f este integrabila pe L|J K si

Tt = I I

Intergrafic. Fie ¢, : [a,b] =R de clasd C! si ¢ < 9. Intergraficul
determinat de , 1) este multimea compacta

K ={(z,y) :x €a,b], p(z) <y < ()}

Intergraficul K este o multime masurabild . Fie f : K —R o functie continua

Avem: b ()
(0) [ /K F (@, y)dady = / di / ey

Rezultd , in particular o(K) = f:(¢(x) — o(z))dz.

Exemplu. Fie intergraficul K determinat de functiile ¢, : [0, 1] =R,
é(x) = 22,9(x) = = si functia f; K =R ,f(z,y) =y. Avem :

1 T 1 1 1
// ydady = / dx/ ydy = 7/ (2% — 2b)dr = —.
K 0 2 2 0 15
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Schimbare de variabile. Fie W, multimi deschise in R?; o aplicatie
d : W — Q este o schimbare de variabile daca : ® este bijectiva, de clasa
Cl i @71 este de clasa C*.

Teorema 13.5. (schimbarea de variabile). Fie ® : W — Q o schim-
bare de variabile (vom nota variabilele cu u,v in W gi cu 2,y in Q), L o
submultime compacta in W, K= ®(L) si f; K =R o functie. Dacd L,K
sunt masurabile $i f este integrabild pe K, atunci f o ® este integrabila pe L

" //K f(z,y)dxdy = //Lf o ®(u,v) |Jo(u,v)| dudv

unde Jo(u,v) =det® (u, v) (determinantul matricei iacobiene).

Exemplu. Fie W=(0,00)x(0,27). Notand, traditional, cu r,¢ vari-
abilele in W (coordonatele polare), aplicatia ®, ®(r,t) = (rcost,rsint)
este o schimbare de variabile; Jg(r,t) = r. In conditiile teoremei de mai sus

avem:
// f(z,y)dzedy = // f(rcost,rsint)rdrdt.
K L

Integrala tripla

Integrala tripla se refers la integrarea in R3. Teoria urmeazi pas cu pas
teoria facuta pentru integrala dubla inlocuind dreptunghiurile cu
paralelipipede: A= [a1,b1] X [ag,bs] X [as,b3], a; < b;,i = 1,2,3. Volumul
unui paralelipiped se definegte ca v(A) = [b1 — a1] X [ba — ag] X [bs — ag] etc.
Vom nota integrala tripla cu [[ [, f(z,y, z)dedydz pentru multimi compacte
K CR3.

Intergrafic. Fie ¢,9 : L =R , L un dreptunghi in R?, ¢, de clasi
C' si ¢ < 9. Intergraficul determinat de ¢, este multimea compacta
K ={(z,y,2) : (z,y) € Lyp(z,y) < z < ¢(x,y)}. Intergraficul K este o
multime masurabila . Fie f; K —R o functie continua . Avem:

(x x **)///K f(z,y, z)dzdydz = //L dxdy /:::)y) f(z,y,2)dz.

Rezultd , in particular, v(K) = [[, (¢(x,y) — ¢(x,y))dzdy.

Schimbare de variabile (exemple). Fiard s mai insistdm asupra
multimilor deschise respective vom da doua schimbari de variabile clasice.

i) Coordonate cilindrice:
x =rcost,y =rsint,z = z,7 > 0 etc (r, ¢t sunt coordonatele polare in plan).
Tacobianul este J=r .

ii) Coordonate sferice: x = rsinfcos,y = rsinfsinp,z = rcosb,
r > 0,0 € (o,m),p € (0,27), etc (r este distanta la origine, § unghiul razei
vectoare u axa Oz, iar ¢ unghiul polar al proiectiei punctului pe planul zOy.
Iacobianul este J= r2sin 6 etc.
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Integrala de suprafata

Vom considera doar cazul suprafetelor in R?. Prezentarea este apropiati
in spirit, de cea a arcelor. O deosebire este definirea parametrizarilor pe
multimi deschise pentru a lucra cu functii de clasa C! fara conventii supli-
mentare.

Panza parametrizata. Vom numi panza parametrizata de clasa

C* o functie ¢ : A =R3, de clasd C*, pe multimea deschisi si conex (prin
arce) A CR2.
Vom nota, in general, variabilele in R? cu u,v si componentele functiei
¢ prin XY, Z, deci ¢o(u,v) = (X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)). A spune ci ¢
este de clasa CF revine la faptul ci X,Y,Z sunt de clasi C*. Imaginea
panzei parametrizate este, prin definitie, Zcp = ¢(A). Vom considera,
in problema integrarii, restrictia panzei la submultimi compacte masurabile.
Desfagurat o panza se scrie ¢ = X (u,v), 2z = Z(u,v),y = Y (u,v). In cele ce
urmeazi vom considera doar panze parametrizate de clasa C¥, k> 1. De
asemenea vom spune "panza ” in loc de panza parametrizata .

Exemplu.i) A=(0,7) x (0,27) si ¢(u,v) = (sinucosv, sinusin v, cosv).
Imaginea panzei este o parte a sferei centrate in origine si de raza 1.

ii) FieA deschisi si conexa in R? si f : A —R o functie de clasa C*.
Folosind, pentru simplitate z, y pentru notarea parametrilor definim panza ¢
pe A prin: ¢(z,y) = (x,y, f(z,y)). Imaginea panzei este graficul functiei
f - Vom numi acest tip de panza carteziana .

iii) Fie F :R®> —R o functie de clasa C', M = {(z,y, 2); F(x,y,2) = 0}
si a € M astfel incat F.(a) # 0. Atunci, inr-o vecinitate a punctului a,
multimea M este imaginea unei panze carteziene (teorema functiilor im-
plicite).

Normala . Dacd ¢ : A —=R3 este panza parametrizata , definim:

dp _ (90X 9Y 98Z\ Op __ (08X 9Y 0Z . . v _ 0
= =(%5%5).9 = (5% % ) ¢ functia normala N, = 32 x
g—f, unde ” x” este produsul vectorial. Punand A = DD((E’f)) , B = %((i ’i()),
D(X,Y) . D(Y,Z) gr oz
C= D) U Do) = %iﬁ %ﬁ etc, avem N, = (A, B,C).
v v

60
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Exemplu. In cazul unei panze carteziene (z,y) — (z,y, f (z,y)) vom
avea N = (—p, —¢, 1), unde s-a notat, traditional, p = f,,q = f

Aria unei panze. Daca ¢ : A —R3 este panza parametrizata si K este
o multime compacta masurabild K C A definim aria panzei ¢ : .

(*)S(¢ix ) / | N (u, v) || dudv.

Astfel avem: S(px) = [[x VA2+ B2+ C?%dudv sau

cp|K ffK V14 p? + ¢?dudv (in cazul unei panze carteziene).
Integrala unei functii. Cu notatiile de mai sus fie f o functie continua

pe imaginea Z@|K' Definim integrala functiei f pe panza ¢ ca fiind:

(**)/¢K fda—/Kfo<p(u,v)|N¢(u,v)|| dudv

integrala din dreapta fiind integrala dubla. Mai dezvoltat:

/W fdo =
K

= //K F(X (u,v),Y (u,v), Z(u,v))/A2(u,v) + B2(u,v) + C2(u, v)dudv.

Se remarca faptul ca aria este integrala functiei constanta 1. Daca f reprezinta
o densitate, atunci integrala ei este masa corespunzatoare.

Integrala unui camp. Cu notatiile de mai sus fie V=(P,Q,R) un cAmp
vectorial continuu pe imaginea Z@I i - Definim integrala campului V pe
panza ¢ ca fiind:

(3 % %) // PdyANdz+ Qdz Ndx + Rdx Ndy = // (PA+ QB+ RC)dudv.
Y| K

Evident, membrul stang este o notatie in timp ce membrul drept este inte-
grala dubla.
Normala unitara . Cu notatiile de mai sus, sa presupunem ca functia

normala N, este diferita de 0 In orice punct definim functia normala uni-

o N,
tara n, = .
P [Nyl

Flux. Cu notatiile de mai sus, daca normala unitara este definita pe K,
este evident ca putem aduce integrala (***) a cAmpului V' la forma:

(s * o // de/\derde/\da:Jerx/\dy—// V - nedo.
Pl K PlK

Sub aceasta forma integrala campului V' poarta numele de flux al campului
V prin panza p|x. Daca V este campul de viteze al unui fluid care tra-
verseaza imaginea panzei, fluxul poate fi interpretat ca fiind cantitatea de
fluid care trece in unitatea de timp.
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Suprafatd . Daca ¢ : A —R3? ¢ : Q —R3 sunt panze, spunem

ca ele sunt echivalente, ¢ ~ 1, daca existd o schimbare de variabile
0:A—Qp=1o00.
O suprafata este o clasa de echivalenta de panze. Daca S este o suprafata
si ¢ € S spunem ca ¢ este o parametrizare admisibila pentru S. Panzele
echivalente au aceeasi imagine deci definim imaginea unei suprafete > ¢ ca
imaginea comuna a parametrizarilor sale admisibile.

Integrala unei functii. Fie f o functie continua pe imaginea ) ¢ a
suprafetei S,p,1¢ parametrizari admisibile si K,L multimi compacte
masurabile care se corespund prin schimbarea de variabila 6. Atunci
ff@\K fdo = ffw‘L fdo. Se poate defini, deci, fara ambiguitate integrala
unei functii pe o suprafatd [[g fdo = ff%K fdo,o € S. Pentru a nu
complica notatia am scris S in locul imaginii compactului K. Vom folosi
si denumirea de suprafatad compacta in aceasta situatie.

Suprafata orientata . Daca 0 este o schimbare de variabila atunci,

avand in vedere ca domeniile de definitie ale parametrizarilor sunt conexe,
iacobianul Jy este fie strict pozitiv fie strict negativ. Schimbarea 6 se zice
directa daca iacobianul este strict pozitiv.
Scriem ¢ "1 daca ¢ = 1 o6 cu 6 directa . O suprafata orientata
este o clasa de echivalenta In raport cu relatia ~,” Daca S este o suprafata
orientata gi ¢ € S spunem ci ¢ este o parametrizare admisibila pentru S.
Se arata ca dacd ¢ ", si normalele unitare sunt definite, atunci ele coincid
pe imaginea comuna . Deci normala unitara ”caracterizeaza ” orientarea.

Integrala unui camp. Fie V=(P,Q,R) un caAmp vectorial continuu pe

imaginea unei suprafete orientate compacte S. Definim integrala campului
V pe § prin:
[[s Pdy Adz+ Qdz Adx+ Rdx A dy = ffdey/\dz—i-de/\dw—i-Rdx/\dy,
unde P,Q,R sunt componentele campului si ¢ o parametrizare admisibila .
Definitia se dovedeste a fi corecta valoarea integralei fiind independenta de
parametrizarea admisibila aleasa .

Flux. Cu notatiile de mai sus este clar ca integrala campului se poate
scrie, intr-un sens evident, f f ¢V -ndo purtand numele de flux al cAmpului
V' prin suprafata orientata S.

M
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Formule integrale

Aceasta sectiune este dedicata formulelor Green-Riemann, Gauss - Os-
trogradski si Stokes. Felul in care vor fi prezentate aceste formule (de fapt
cazuri particulare ale unei formule Stokes generale) este mai mult intuitiv
decat riguros. Motivul il constituie dificultatea de a dezvolta o teorie a
varietatilor cu bord in contextul unui text adresat mai ales celor ce aplica
matematica. O tratare riguroasa ar implica notiuni de algebra si topologie
care depasesc nivelul acestui text.

Drum C! pe portiuni. Un drum continuu ¢ : [a,b] —R" se zice C!
pe portiuni daca exista o diviziune a = tp < t; < ... < t, = b astfel
incat pe fiecare interval [t;_1,t;],i = 1..n functia ¢ si fie de clasa C1.
Integralele functiilor si circulatia campurilor se extind la cazul drumurilor
C" pe portiuni insumand integralele pe intervalele diviziunii. Extinderea se
dovedeste corecta fiind independenta de diviziunea folosita. Se trece, in mod
natural, la arce si la arce orientate etc.

Compact cu bord orientat in R2. Vom numi compact cu bord
orientat o multime compacti K CR? astfel incat frontiera sa si fie (local)
imaginea unui drum C' pe portiuni, orientat in sens trigonometric. Vom
nota aceasta frontiera cu K si o vom numi bord orientat si compactul cu
bord orientat cu (K, 9K).

Aga cum am mentionat mai sus, definitia este mai mult intuitiva decat
riguroasa .

Exemplu. Intergraficul determinat de ¢, este un compact cu
bord orientat definind bordul ca format din graficele functiilor ¢, si din
segmentele de dreapta {(a,y} : p(a) <y <¢(a)},{(b,y) : p(b) <y <Y(b)}
orientarea pe fiecare portiune fiind astfel incat orientarea intregului bord sa
fie in sens trigonometric.

Formula Green-Riemann. Fie (K, 9K) un compact cu bord orientat
in R? 5i V=(P,Q) un camp de clasa C* pe o multime deschisa care contine
K. Atunci :
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/ V-dr // — - — dwdy (formula Green-Riemann).
oK

Calculul ariei. Fie (K,0K ) un compact cu bord orientat . Atunci:

1
o(K) = 2/6Kmdyydx

Exemplu. Fie compactul cu bord orientat K = {(z,y); i—; + Z—z <1}

cu bordul elipsa ﬁ—z + 4 b2 = 1;a,b > 0 ”orientata ” in sens trigonometric.
Aplicand formula de mai sus se obtine o(K) = wab.

Vom stabili formula Gauss-Ostrogradski doar in cazul simplu al unui
intergrafic. Formula se generalizeaza pentru compacti cu bord orientat in
R3 dar nu vom intra in detalii privind aceasti notiune. Un alt mod de a
extinde formula este de a considera compacti care se pot descompune, prin
plane paralele cu planele de coordonate icompacti de tip intergrafic.

Fie un intergrafic K in R3 determinat de dous functii de clasa C*
0,10 : L =R, ¢ < 1, unde L este un compact masurabil in R%. Deci
K = {(z,y,2) : (z,y) € Lyp(x,y) < z < 9(x,y)}. Frontiera compactului
K este compusa din graficele functiilor ¢, ¢ si din multimea C' a punctelor
de forma (x,y, z), unde punctul (z,y) apartine frontierei compactului L, iar
o(z,y) < z < YP(z,y). Vom considera graficele functiilor ¢, ca imagine de
suprafete orientate corespunzatoare parametrizarilor carteziene respective
alegand, pe fiecare, orientarea datd de normala exterioard (sensul acesteia
indicand ”parasirea compactului” sau altfel spus, pe graficul functiei 1) nor-
mala are sensul ”cregterii lui z” iar pe graficul functiei ¢ sensul descresterii
lui z). Not&m aceste suprafete orientate cu Sy respectiv S3. Vom considera
si multimea C' ca imaginea unei suprafete orientate dupa normala exterioara
S3. Suprafetele S1, S9, S3 formeaza bordul orientat 0K al compactului K.
Perechea (K, 0K) este un compact cu bord orientat. Fluxul unui cAmp
prin 0K este, prin definitie, suma fluxurilor prin cele trei componente ale
bordului.

Propozitia 15.1. Fie campul vectorial V=(0,0,R), unde functia R este de
clasd C' in vecindtatea compactului K. Atunci:

J[ v onde = [[[ Sz

Considerand compacti cu bord orientat proveniti din intergrafice in raport
cu celelalte axe vom obtine formule analoage celei de mai sus.

Divergenta unui camp. Dacd V = (P,Q, R) este un cémp de clasi
C'! divergenta sa divV se defineste prin divV= 8P + aQ +2 az

Formula Gauss-Ostrogradski. Fie (K,0K ) un compact cu bord ori-
entat, intergrafic in raport cu toate axele, cu bordul orientat dupa normala
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exterioara , i V = (P,Q,R) un camp de clasid C' in vecinitatea lui K.
Atunci:

[Jox V -ndo = [[[, divVdzdydz (formula Gauss-Ostrogradski)
Formula de mai sus se numeste si formula flux-divergenta .

Calculul volumului. Fie (K,dK)un compact cu bord orientat ca in
formula de mai sus. Atunci pentru volumul compactului K obtinem:

1
U(K):3//adey/\dz—i—ydz/\dx—i-zdx/\dy.

Aga cum am afirmat mai sus, formula Gauss-Ostrogradski se extinde la o
clasa mai generala de compacti cu bord orientat; o extensie rapida se poate
face la acei compacti care se pot descompune, prin plane paralele cu planele
de coordonate In compacti de tip intergrafic.

Pentru prezentarea formulei Stokes vom considera un caz simplu. Fie
(L,0L) un compact cu bord orientat in R? si f o functie de clasd C? in
vecinatatea multimii L. Vom considera suprafata orientatd S indusa de
panza carteziana determinata de f cu orientarea normalei In sensul cresgterii
variabilei z (functia normalé fiind, cu o notatie mai sus folosita , (—p, —¢q, 1)).
Restrictia parametrizarii la L determina un arc orientat (C! pe portiuni)
astfel incat orientarea suprafetei sa fie compatibila cu cea a arcului in sensul
"regulei burghiului”.

Vom numi bord al suprafetei S acest arc orientat iar perechea (S, 05) va fi
o suprafata orientata cu bord orientat.

Rotor al unui camp vectorial. Fie V=(P,Q, R) un cAmp vectorial

de clasa C''. Vom numi rotor al campului V campul vectorial

Oy 0z 0z 0Oz’ dx Oy’
Se retin, cu ugurinta, componentele rotorului daca se considerd determinan-
tul ”formal”:

i j k
a% 6% % care se “dezvoltd” dupd prima linie (a bazei canonice,
P @ R

“ unui operator de derivare cu

sau a versorilor axelor) gi in care “Inmultirea
o functie inseamna aplicarea operatorului functiei respective.

Formula Stokes. Fie (5,0S5) o suprafatd orientata cu bord orientat
si V un camp vectorial de clasa C! in vecinatatea imaginii suprafetei S.
Atunci:

Jos V - dr = [[4rotV -ndo (formula Stokes).

Formula Stokes se extinde la suprafete orientate cu bord orientat mai
generale dar nu vom intra in detalii.

Operatorul nabla. Definim ”operatorul” nabla V = %i + a%j + %k.
Putem interpreta formal gradientul unei functii, divergenta si rotorul unui
camp astfel:
grad f = Vf 7produsul” operatorului cu campul scalar f,
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divV=V -V 7produsul scalar” al operatorului cu campul vectorial V,
rotV =V x V ”produsul vectorial” al operatorului cu campul vectorial V.
Desigur ”produs” Inseamna aplicarea operatorului iar justificarea formala
a acestei scrieri este usor de intuit. Prin camp scalar intelegem functie cu
valori reale.

Remarca. Operatorii gradient, divergenta, rotor se pot aplica succesiv
obtinandu-se noi operatori importanti. Astfel, daca f este de clasia C? atunci
div(grad f) = Af este laplacianul functiei f,

Af =5+ 525+ 55
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Functii olomorfe si teorema
reziduurilor

In acest capitol vom studia functii de variabila complexa si cu valori
complexe. Reamintim corespondenta bijectiva dintre C gi R? z+iy <> (2, %)
in care distantei dintre numere complexe 1i corespunde distanta uzuala in
plan. Trimitem la Capitolul 3 pentru notiunile de bila deschisa, bila inchisa,
multime inchisd etc. Vom utiliza termenul de ”disc” in loc de bila (din
ratiuni intuitive evidente) si notatia D(a,r) in loc de B(a,r) etc.

Functie olomorfa. Fie 2 o mltime deschisa in Csi f : Q — C o functjie.
Spunem ca functia f este derivabila in punctul a € ) daca exista limita :

lim f(Z) B f(a) _ f/(a)
z—a Z—a

(f'(a) € C si egalitatea este o notatie). Daca functia este derivabild in orice
punct din , atunci spunem ca este olomorfa pe . Notadm f’ derivata
functiei f.

Proprietati.

i) Daca f este olomorfa pe 2, atunci este continua pe Q.

ii) Daca f, g sunt olomorfe pe 2, atunci gi f + g este olomorfa pe ) si
(f+9)=1+4d"

iii) Dacd f,g sunt olomorfe pe ), atunci fg este olomorfa pe € si
(fo) =Ffg+1d.

iv) Daca f,g sunt olomorfe gsi h = g o f, atunci h este olomorfa si
W(z) =g (f(2))f'(2).

v) Dacd f, g sunt olomorfe pe Q, g(z) # 0, Vz, atunci 5 este olomorfa si
(i)’ _ ['a—fd

g 9
Se observa ca regulile de derivare de la functiile reale sunt valabile si

in cazul functiilor complexe ceea ce este normal, definitia fiind ”formal”
aceeasi.
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Exemple. i) Fie f(z) = 2", z € C. Este imediat de vazut ca f este
olomorfa si f(z) = nz""L.

ii) Din i) rezulta ca functiie polinomiale sunt functii olomorfe si derivarea
se face similar cazului real. Analog functiile rationale unde nu se anuleaza
numitorul etc.

Serie de puteri. Se numeste serie de puteri (in C) o serie de functii

o0
de forma g anz", a, € C. Numerele complexe a, se numesc coeficientii
n=0
seriei.
oo
Raza de convergenta. Fie 5 anz" o serie de puteri. Existd (si este
n=0

e}
unic) R € [0,00], numit raza de convergentd a seriei g anz", astfel
n=0

ncat:
oo

i) Dacé |z| < R, atunci seria de numere E anz" converge absolut. In

n=0
o
particular, seria de functii Zanz" converge simplu pe (—R, R). In cazul
n=0

R = 0 singurul punct de convergenta al seriei este z = 0.
oo

ii) Daca 0 < r < R, atunci seria E apz"converge uniform pe D(0, 7).
. . n:0 . . . .
In particular, daca R = oo seria converge uniform pe orice disc inchis.

Urmatorul rezultat este important:
oo
Teorema 16.1. Fie seria de puteri Zanz" cu raza de convergenta R > 0

n=0
g1 fie f suma seriei pe discul de convergenta D(0,7). Atunci

i) Functia f este olomorfa pe D(0,r) si f'( Znanz (derivare

termen cu termen).

ii) Functia f are derivate de orice ordin pe D(0,1) si acestea se obtin prin
derivare termen cu termen (in particular toate aceste derivate sunt functii
olomorfe).

Obtinem noi exemple de functii olomorfe utilizand seriile de puteri:

Functia exponentiala. exp(z) =¢* =1+ { + 22—2, + ...+ % + ...
pentru z € C.
Evident (e*)’ = e®. Functia exp are perioada 27i.
Functia sinus. sin(z) = z — 23—?,’ + g—? — ...+ (—1)”(§ZT11), +...,zeC.
2 4 2n
Functia cosinus. cos(z) =1 -3 + % — ... + (—1)"% +..,2€C

Formula lui Euler. e* = cos(z) + isin(z), z € C.
Exercitiu. Aritati ci sin’ = cos, cos’ = — sin.
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o0
Remarca. Se pot considera, mai general, serii Taylor E an(z — a)™;

n=0
rezultatele sunt similare celor de mai sus.

Este absolut remarcabil ca functiile olomorfe sunt, local, sume de serii
de Taylor.

Teorema 16.2. Fie f : Q — C o functie olomorfa pe Q. Atunci pentru
fiecare punct a € Q exista un disc deschis, continut in €1 pe care f este
suma unei serii Taylor (unic determinatd ).

Ecuatiile (conditiile) Cauchy-Riemann. Fie f : Q@ — C o functie
olomorfa pe 2. Consideram partea reald u i partea imaginara v ale functiei
f (f =u+iv). Atunci functiile u,v au, ca functii de dou& variabile reale,
derivate partiale de orice ordin si :

ou Ov Ou ov

dr 9y dy oz

aceste ecuatii se numesc ecuatiile (conditiile) Cauchy-Riemann.
Este imediat de vazut ca functiile v, v de mai sus sunt armonice, adica
verifica ecuatia lui Laplace:
?u  0%u v 0%
2 T2 =0 92T 520
or oy ox oy
Integrala. Daca f este o functie de variabila complexa, cu valori com-
plexe f = u+iv avem f(z)dz = (u+iv)(dz+idy) = udx —vdy +i(vdz+udy)
si definim integrala prin fﬂ/ fdz = fﬂ/ udx — vdy + if7 vdr + udy; daca
¢ : [a,b] = C este o parametrizare admisibilé pentru arcul orientat -, atunci
b
[, fdz= [7 Flp(t)e (t)dt.
Exemplu. Fie ¢ : [0,27] — C, ¢(t) = 29+ Re't, R > 0 5i 7y arcul orientat
generat de . Atunci fv L_dz = 2mi.

Z—20

Teorema 16.3. (Cauchy) Fie (K,0K) un compact cu bord orientat in plan
si f o functie olomorfa pe o multime deschisd care contine K. Atunci

f7 fdz=0.

Demonstratie. Se aplica formula Green-Riemann tindndu-se cont de conditiile
Cauchy-Riemann. O

Teorema 16.4. (Formula Cauchy) Fie (K,0K) un compact cu bord orientat
in plan st f o functie olomorfd pe o multime deschisd care contine K. Daca
zo este un punct interior compactului K, atunci

f(z0) = L C)

= — dz
2w )., z — 29

~
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Demonstratie. Se considera compactul obtinut inlaturand un disc deschis
centrat in zg si continut in K; se aplica teorema lui Cauchy si se face raza

discului sa tinda la 0. O
o0

Serie Laurent. Fie o serie in C de forma E an. Vom spune ca seria
—0o0

o0
converge daca converg simultan seriile E G, E an. O serie Laurent este

0 n<0
oo

o serie (de functii) de forma E a,z". Numerele complexe a,, sunt coeficientii

—00
seriei. Este ugor de rezolvat ca domeniul natural de convergenta al unei serii

Laurent este o coroana circulard Ry < |z| < R;. Evident generalizarea
o0

rezultatelor la serii Laurent de forma Zan(z —z0)".

—00

Teorema 16.5. (dezvoltare in serie Laurent) i) Suma unei serii Laurent
convergente in coroana circulard Re < |z| < Ry este olomorfa in aceastd
coroand.

i1) Reciproc, orice functie olomorfa intr-o coroand circulard este suma
unei (unice) serii Laurent.

iii) Daca f este olomorfa in coroana Ry < |z| < Ry, atunci coeficientii

. : _ 1 fz
seriei Laurent atasate sunt daji de a, = 5 f,y z”+)1 dz, n € 7.
iv) Avem rezultate similare pentru coroana Ry < |z — z9| < Ry; lasam ca

exercitiu formularea lor exactd.

Principiul prelungirii analitice. Fie 2 o multime deschisa si conexa
in plan.

i) Daci f este olomorfs pe Q si in punctul zg € Q, £ (z) = 0,Vn > 0,
atunci functia f este identic nula pe .

ii) Zerourile (punctele unde se anuleaza ) unei functii olomorfe neidentic
nule pe Q) sunt izolate (adici existd un disc centrat in zeroul respectiv, zo,
pe care functia nu se anuleaza decat in zy.

Pol si punct singular esential. Fie f olomorfa in discul ”punctat”
0<|z—2| <R.

i) Daca in seria Laurent atagata, doar o multime finita nevida de coeficienti
de indice negativ sunt nenuli, 2y este un pol pentru f. In aceste conditii
functia f se scrie, in mod unic, f(z) = (z—zp) "g(2) cu g olomorfa g(zy) # 0.
Numarul natural n este ordinul polului zy. Daca n = 1 polul se zice sim-
plu.

ii) Daca in seria Laurent atasatd, o infinitate de coeficienti de indice
negativ sunt nenuli, punctul 2y este un punct singular esential pentru

f.
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Exemplu. Pentru o functie rationala ireductibila zerourile numitorului
sunt poli.

Reziduu. Fie f o functie olomorfa in 0 < |z — 29| < R. Numim
reziduu al functiei f in punctul 2y, coeficientul a_; din dezvoltarea Laurent
corespunzatoare. Din formulele coeficientilor rezulta a_; = 2%1 fv f(z)dz.
Vom folosi notatia Rez(f, zg) pentru reziduu.

Calculul reziduului. Fie zg un pol de ordinul n pentru functia f.

Atunci :

_ 1 n (n—1)
Rez(f, z0) = m[(z —20)" f(2)l3,
Teorema 16.6. (Teorema reziduurilor) Fie (K,0K) un compact cu bord
orientat in plan si f o functie olomorfa pe o multime deschisa care contine
K, cu exceptia unei mulfimi finite de puncte z1, z2, . . . , 2, interioare mulfimii

K. Atunci :
/ dz = ZWiZRez(f, Zj).
0K ;i

Aplicatii. i) Calculul integralei I = fO% R(sint,cost)dt, unde R(z,y)
este o functie rationald cu numitor nenul pe cercul unitate z? + y? = 1.
Ficand schimbarea de variabili= e’ = z se obtine, aplicand teorema rezidu-
urilor, I = 27 > ReziR(5:(z — 1), 2(2 4+ 1)), unde reziduurile se calculeaza
in polii din interiorul discului unitate.

ii) Calculul integralei I = [ R(z)dz, unde R este o functie rationald
cu numitor care nu se anuleaza pe R, in ipoteza ca integrala este convergenta

Considerand un arc orientat in plan format dintr-un semicerc de raza
suficient de mare, cu centrul in origine, in semiplanul superior si diametrul
respectiv, prin aplicarea teoremei reziduurilor se obtine ca I este egala cu
27i ) Rez(R(2),2;), unde z; sunt polii functiei R din semiplanul superior.
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Spatii metrice. Principiul
contractiei

Reamintim ca daca A, B sunt multimi, atunci A x B este produsul lor
cartezian.

Distanta. O distanta pe multimea X este o functie d : X x X — R
astfel Incat, pentru orice z,y,z € X:

i) d(xz,y) > 0; d(z,y) =0 dacd gi numai dacd z = y.

i) d(z,y) = d(y, v).

i) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (inegalitatea triunghiului).

Spatiu metric. Un spatiu metric este o multime X impreuna cu o
distanta d fixatd pe X. Se noteazi (X, d) un spatiu metric sau doar X cénd
nu este pericol de confuzie.

Exemple.

1) Fie X o multime arbitrard si d(x,y) =0 dacd z =y si d(z,y) =1 in
rest. Se verifica usor ca d este o distanta pe X. Spatiul metric corespunzator
se zice discret.

2) R(C) impreund cu distanta d(x,y) = |z — y|.

3) Prin definitie, R" = {z = (z1,22,...,2,); 2 €R, i=1,2,...,n}.

Pentru o mai buna intelegere precizdm ca : dacd z = (x1,x9,...,Ty),
y = (y1,Y2,--.,Yn), atunci x = y dacd gi numai dacd =1 = y,
9 = Y2,...,&n = Yp (In multimea numerelor reale). Dacd z,y € R,

r = (xlva;“'axTL)v Yy = (ylvaa" . 7yn)a deﬁnim d(.’E,y) =

Se araté (folosind inegalitatea lui Cauchy) ca d este o distantd pe R™.
4) Fie M o mulime i X = {f, f: M — R, f marginita } Definim
d(f,g) =sup|f(z) — g(z)|. Se aratd (exercitiu) ca d este o distanta.
Limita unui sir. Fie (X,d) un spatiu metric. € X este limita unui
sit (zp)n In X dacd : Ve > 0 IN. astfel incdt daca n > N. si rezulte
d(xp,x) < e. In acest caz scriem lim x, = x sau, mai simplu, z, — x.

n—oo
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Sir convergent. Un gir care are limita se zice convergent. Limita
unui gir convergent este unica.

Sir Cauchy. Un sir (in X) (x, ), se zice sir Cauchy daca : Ve > 0 3N,
astfel incat dacd n, m > N sd rezulte d(xp, Tp) < €.

Spatiu metric complet. Un spatiu metric in care orice gir Cauchy
este convergent se zice complet.

Exercitii.

1) A da un sir in R™ revine la a da n sgiruri de numere reale (sirurile
componentelor). Ardtati ci un gir este convergent (Cauchy) daca si numai
daca sirurile componentelor sunt convergente (Cauchy). Pentru un gir con-
vergent componentele limitei sunt limitele girurilor componentelor (limita se
face "pe componente”). Deduceti cd R™ este un spatiu metric complet.

2) Aratati ca spatiile metrice din exemplele 1) gi 4) de mai sus sunt
complete.

Vom considera un spatiu metric fixat (X, d).

Bila deschisa. Daca a € X gi r > 0, bila deschisa de centru a si
razd r este B(a,r) = {z; v € X, d(z,a) <r}.

In R bilele deschise sunt intervale deschise, in R? discuri fara circumferinta
care le margineste, iar in R? bile fira sfera care le mirgineste. Astfel, de
exemplu, in R?, (z,y) € B(0,1) daca si numai daca 2% + 32 < 1; in R3,
(z,,2) € B(0,1) daca si numai daca z? +y% + 22 < 1.

Bila inchisa. Daca a € X si r > 0, bila inchisa de centru a si raza
reste B(a,r) = {z; =€ X, d(z,a) <r}.

Astfel, in R?, (x,9) € B(0,1) daca si numai daca 2% + y? < 1 etc.

Vecinatate. O multime V' C X este o vecinatate a punctului ¢ € X
dacd exista B(a,r) C V ( o vecindtate a lui a este o multime care contine o
bild deschisa centratd in a).

Este evident ca orice vecinatate a unui punct contine punctul respectiv
gi c& orice bila (deschisd sau inchisd ) centratd in a este o vecinitate a lui
a. De asemenea se observa, fara dificultate, ca intersectia a doua vecinatati
ale unui punct este o vecinatate a acelui punct. Ideea de vecinatate se leaga
de studiul proprietatilor "locale” ale functiilor.

Multime deschisa. O submultime A C X este deschisad (in X) daca
pentru orice a € A exista B(a,r) C A.

Multimea vid& () si intreg spatiul X sunt deschise. Un exercitiu simplu
arata ca orice bila deschisa este o multime deschisa.

Multime inchisd. O submultime A C X este inchisd (in X) dacé
multimea X \ A (complementara multimii A) este deschisa.

Evident, # si X sunt inchise. Se aratd ci bilele inchise sunt multimi
inchise.

Teorema 17.1. Orice reuniune de mullimi deschise este deschisa. Orice
intersectie finitad de mulfimi deschise este deschisa. Orice intersectie de
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mulfimi inchise este inchisd. Orice reuniune finita de mulfimi inchise este
inchisa.

Punct aderent unei multimi. Un punct a € R" este aderent multimii
A C R™ daca exista un sir de puncte din A cu limita a.

Desigur, orice punct din A este aderent multimii A (se poate lua un sir
constant etc.). Este simplu de vazut ca 0 este aderent intervalului deschis
(0,1), dar nu apartine acestui interval.

Legatura dintre puncte aderente i multimi inchise este data de :

Teorema 17.2. O submultime A C R™ este inchisd dacd si numai daca
pentru orice punct a aderent mulfimii A avem a € A.

Frontiera. Dacd A C R", se defineste frontiera FrA a multimii A ca
fiilnd multimea punctelor aderente atat multimii A cat si multimii R™ \ A.
FrA este o m,ultime inchisa.

Punct interior. Daca A C R"™, un punct a € A se zice interior
multimii A daca existd o vecinatate a puctului a continuta in A.

Punct fix. Un punct fix al unei functii f : X — X este un element
¢ € X astfel incat f(c) = c.

Contractie. Daca (X, d) este un spatiu metric, o functie f: X — X se
numeste contractie (pe X) daci existd un numar pozitiv k < 1 astfel incét

D(f(x), f(y)) < d(z,y),Vz,y € X.

Teorema 17.3. (principiul contractiei) Fie (X,d) este un spatiu metric
complet si f o contractie pe X. Exista si este unic un punct fix al functiei

f.

Demonstratie. Fie xg € X un punct arbitrar. Construim prin inductie un
gir in X :

x1 = f(zo), w2 = f(x1),...,Tns1 = f(xy) ete.

Vom arata ca girul (z,), este un gir Cauchy. Avem pentru orice n :

d($n7$n+1) = d(f($n,1)7f($n)) < k’d(ﬁbn,h%‘n) < kZd(-Tnf%mnfl) <

. < k”d(xo,xl).

Rezulta, pentru orice n > 0, p > 1 (aplicand inegalitatea triunghiului) :

(T, Tptp) < d(Tns Tpg1) + A(Tns1, Tng2) + oo+ A(Tpap—1, Tnip) <

< (K" + BV 4+ B d(2g, 21) = KM AR d (w0, 7).

In fond avem:

d(zp, Tngp) < k”%, de unde rezultd ci sirul (z,), este un gir
Cauchy.

Spatiul metric (X, d) fiind complet, girul (x,), este si convergent. Fie ¢
limita sa.

Din inegalitatea 0 < d(f(xy), f(c)) < kd(zy, c) rezulta ca f(x,) — f(c);
dar cum 2,11 = f(2,) trecand la limitd vom avea f(c) = c.

Punctul fix a fost obtinut : sa aratam ca este unic cu aceasta proprietate.
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Daca ar mai exista un punct fix ¢; # ¢, atunci d(c, ¢1) = d(f(c), f(c1)) <
kd(c,c1), de unde rezultd 1 < k, o contradictie.

Teorema este complet demonstrata. Metoda folosita In demonstratie
poarta numele de ” metoda aproximatiilor succesive”.

O

Exemplu. Fie f : R — R o functie derivabila astfel incat exista un
numar pozitiv k < 1 incat |f/(x)| < k pentru orice € R. Din teorema de
cresteri finite Lagrange deducem ca functia f este o contractie. R fiind un
spatiu metric complet rezulta ca functia f are un punct fix unic.

Remarca. In cursul demonstratiei teoremei a fost obtinuta inegalitatea:

d(iU(], 1'1)

d nyn Skn
(a: x+p) 1—k

Trecand la limita (justifcati!) obtinem :

d($0,$1)

d(xp,c) < k" %

Interpretam aceasta inegalitate ca o estimare a erorii in procesul de de-
terminare a punctului fix prin aproximari succesive pornind de la punctul
xo € X.

Exemplu si exercitiu. Fie in [0,1] C R ecuatia 2® + 122 — 1 = 0.
Ecuatia este echivalenta cu z = ﬁm si deci cu cautarea punctelor fixe
ale functiei f : [0,1] — [0,1], f(x) = 1:2#4-12 Sa se arate ca functia este
o contractie si si se estimeze eroarea In metoda aproximatiilor succesive
pornind din zg = 0.
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Exercitii rezolvate

18.1 Multimi si relatii

1. Pentru orice multimi A, B, C, avem:
(i) daca A C B atunci AUB =B

(i) AUB=BUA

(i) AU(BUC)=(AUB)UC

(iv) dacd A C B atunci ANB=A

(vy ANB=BnA

(vi) An(BNnC)=(AnB)nC

(vil) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(vili) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
(ix) daca A C B atunci B\ (B\A) =4
(x) daca C D BD A atunci C\AD C\ B
(xi) C\(AUB)=(C\A)N(C\ B)
(xii)) C\ (ANB)=(C\A)U(C\ B).

Ultimele doua proprietati se numesc legile lui De Morgan.

Solutie. (iii) Demonstram A U (BUC) € (AU B) U C. Daca
x € AU(BUC), atunci sau x € Asauz € BUC; daca z € A
atunci x € AUB gi deci z € (AUB)UC. Daca 2 € BUC, atunci sau
x € Bsauz € C; dacd x € B, atunciz € AUBsgixz € (AUB)UC;
dacd xz € C atunci z € (AUB)UC. Analog, (AUB)UC C AU(BUC).
(xi) Incluziunea C'\ (AUB) C (C\ A)N(C'\ B): dacd z € C\ (AUB),
atunciz € Cgsic € AUB;rezultdi x ¢ Agixc &€ B, deciz € C\ Asi
x € C'\ B; in concluzie z € (C'\ A) N (C\ B).
Cealaltd incluziune: (C'\ A) N (C\ B) € C\ (AU B); daca
€ (C\A)N(C\ B), atunci z € (C\ A) si « € (C\ B), deci
xeCgiad Asiz € B. Rezultda ca « € AU B, deciz € C'\ (AU B).

2. Fie (Q, <) multimea numerelor rationale cu ordinea uzuald; atunci
submultimea A = {z € Q ; 22 < 2} este nevida si majorati, dar nu
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are margine superioard. In multimea numerelor reale, (R, <) cu aceeasi
relatie de ordine, A are margine superioara, si anume /2. Axioma lui
Cantor afirma ca In multimea numerelor reale orice submultime nevida
sl majorata are margine superioara.

Fie (N, |) multimea numerelor naturale ordonata cu relatia ”divide” si
fie A = {6,8,12}; atunci A este mérginita si sup(A) = 2, inf(A) = 24.
Sa se generalizeze exemplul la o submultime finita arbitrara.

i. Fie X # 0 i fie (P(X),C). Daca A = {H,K} C P(X), atunci
sup(A) = HUK si inf(A) = HNK.

Sa se generalizeze la o submultime arbitrard A C P(X).

ii. Fie A, B € P(X). Sa se demonstreze:

A=B & VGeP(X)ANG=BNGsiAUG =BUG.

iii. Fie A, B € P(X). Sa se demonstreze:

A=B & 3G € P(X) astfel ncdt ANG=BNGsi AUG =BUG.

Fie M # 0 si fie p o relatie reflexiva si tranzitivd pe M. Definim the
relatia:

T~, Yy & xpysiypx, Yo,y € M.
i. 54 se arate ca ~, este o echivalenta pe M.
ii. Fie M multimea factor asociata relatiei ~,. Pe M definim relatia
< ¥y < xpy. Sa se demonstreze ca < este bine definita si ca

(M\ , <) este multime ordonata.
iii. Aplicati constructia de mai sus cazului: (M, p) = (Z,]).

Multimea numerelor intregi este numarabila.

Solutie. Multimea 7Z poate fi scrisa sub forma unui sir:
7 =1{0,1,—-1,2,—-2,3, ...}, sau, echivalent, aplicatia f : N — Z,

-2 daca n este par
f) =9 1 oo P
"5=, dacd n este impar

este bijectiva.

Multimea numerelor rationale este numarabila .

Solutie. Multimea numerelor rationale pozitive poate fi scrisd ca un
gir:
1121 2 3 1 2
1727173271473
Sirul de mai sus contine la un anumit pas toate fractiile pentru care
suma dintre numarator si numitor este aceeasi.

SES

, ot

o] =

3
27

)
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8. Multimea P a numerelor prime este numarabila.

Solutie. Cum P C N = Card(P) < CardIN
Va fi suficient sa ardtam ca Ny < Card(P), deci P este infinita.

Presupunem ca P este finita, P = {pl,pg, e ,pn}.

Consideram q = py -pa - ... pn + 1.

q > pi, k = 1,n = ¢ nu apartine multimii P

Presupunem ¢ numar compus = Ip;|q = p;|p1-p2-... - pp+ 1, dar
pilp1 P2 - ... pn = p;|1 contradictie. Deci presupunerea facuta este

falsa agadar P este infinita.

. Multimea numerelor reale cuprinse intre 0 si 1 nu este numarabila.

Solutie. Fie X = (0,1). Vom scrie fiecare element al lui X sub forma
unei fractii zecimale infinite procedénd in felul urméator (simbolul lui
Konig) :
- sau numarul real se scrie in mod normal sub forma unei fractii zeci-
male infinite

% =0,3333333...

m—3=0,1415926...

V20 a0
10

si il vom pastra sub aceasta forma ;

- sau numarul real nu are decat un numar finit de zecimale

1
-=0,5
2 )

7

— =0,175

40 ’

si In acest caz se Inlocuieste ultima zecimald prin numarul imediat
inferior si apoi se scrie o infinitate de 9, astfel :

1 =0,499999...
2
T =0,1799999...
40 ’
S-a realizat astfel o corespondenta biunivoca intre elementele lui X
si toate simbolurile lui Konig de forma 0,ajazas...,a; fiind o cifra

oarecare cuprinsa intre 0 si 9.

Pentru a demonstra ca multimea X nu este numarabila vom rationa
prin reducere la absurd presupunand ca toate elementele lui X pot fi
scrise sub forma unui gir.
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10.

Primul element al lui X este 0,atalal ...

Al doilea element al lui X este 0,a%a3a3 ...

Al treilea element al lui X este 0,afa3a3 . ..

Presupunerea ca toate elementele lui X sunt in acest sir este falsa,
deoarece exista un simbol al lui Koénig ce nu figureza aici i anume

b=0,bybobs...by...,

unde by # al,by # d3,...... b, # ab. Acest simbol reprezintd un
numar real cuprins intre 0 si 1, deci va fi un element al lui X. Totusi
el este diferit de orice element din sirul de mai sus, deci b nu apartine
lui X. Ajungem astfel la o contradictie ce ne conduce la a afirma ca
multimea X nu este numarabila.

Punctele unui segment de dreapta constituie o multime nenumarabila

Solutie. Fie AB un astfel de segment. Alegem o axd z'Ox astfel ca
originea O si fie in A si astfel ca vectorul sau unitar si coincidd cu
vectorul AB. Oricarui punct M al lui AB (punctele A si B fiind excluse
ii va corespunde abscisa lui M care va fi un numar cuprins intre Osi 1,
deci un element al multimii X = (0, 1) si aceastd corespondenté este
biunivoca. Multimea punctelor segmentului AB (A si B fiind excluse)
este astfel echipotentd cu multimea (0,1) care nu este numarabila.
Faptul ca adaugam extremitatile A §i B nu schimbéa cu nimic concluzia.

18.2 Spatiul R"

1.

Sa se calculeze normele vectorilor:
a) z = (-1, 3)
b) y = (2,-1,5)
c)z= ( l L
d) u = (

5)

1
37
110)

1
27
0,

Solutie

a) [z = vI+9 = VI0

b) [ly| = VA+1+25 =130
c) HZH:\/%JF%‘F%*”%: 12

Q) flull = VIFIF1 =3

&
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2. Sa se calculeze produsul scalar - y daca:

a) z = (3,4,5,—4); y = (3,0,3,3)
_ 1 11 1. _ (1 1 1 1
b)r=(-351-1):y= (5553

c)x=(1,2,-3,1,4); y = (1,2,-1,3,4)

Solutie

a)r-y=3-3+4-0+5-3-4-3=12
111,11

b)z-y=—g5-ptutn=-5

c)r-y=1+44+3+3+16=27

. Sa se arate ca pentru orice doi vectori z,y € R™ au loc relatiile:

2 2 2 2
a) flz+yl” + o = yll” = 2 (Il21” + Ilyl?)

2 2 2
b) llz +yl” = llz” + llyl” + 22 -y
©) llz +yl* |z — yl* = 4z -y

Solutie

a) [lz+yl” + o —yl* = @ty @ty +@—y - (z-y =
=z-x+2r-y+y-yta-z—2z-y+y-y=2[z["+2|y|

b) Iz +yl* = (x +y)-(z +y) = v-z+2w-y+y-y = ||+ 22y +|y|

2 2
o) lz+yl”—llz—yl"=(@+y) (t+y) —(z—y) - (x—y) =
=z-z4+2z-y+y-y—z-x+2z-y—y-y=4r-y

. Sa se scrie ecuatiile parametrice ale dreptelor ce trec prin punctul xg

si au directia v, unde:
a) To = (1737_]‘)’ v = (_57_2a3)

b) zo = (1,2,-3,1); v=(3,4,5,—4)

) wo=(=3:2:3-2); v=(5"535"3)

Solutie
Un punct oarecare de pe dreapta care trece prin xg si are directia v
este de forma: z =xzg+tv, te€R.
r=1-—>5t
a) (z,y,2) = (1,3,-1) +t(—5,—-2,3) sau y=3-—2t , teR
z=—-1+43t
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x=1+4 3t
y=2+4t
D) - gy o PER
u=1—4t
x %4—%
y:%*% R
C) 1 t ) te
Z*zfét
U=-37"3

5. Sa se afle cosinusurile unghiurilor triunghiului de varfuri:

A(Q?_L 1)1 B(L _37 _5), 0(37 _47 _4)

Solutie AB = (1—2,-3+4+1,-5—1) = (~1,-2,6),
AC=(3-2,-4+1,-4-1)=(1,-3,-5)

o AL - A 146430 35
Hﬂ%“ H@H VI+4+36V/1+9+25 f\ﬁ 41
29
B_1>4 126 B? ,cos B= 16 —
\/1+4+?§6\/4+1+1 41
CA=(-1,3,5);CB=( LcosC= o
VIT0+25VArir1
(0:900)

18.3 Elemente de topologie a spatiului R”
1. Sa se precizeze valoarea maxima a razei r a bilei deschise cu centrul
in xg care este inclusa in multimea S, unde:

a) zg = (1,2,—1,3); S este bila deschisd cu centrul in a = (0,3, —2,2)
si de raza 7.

b) o = (1,27_173), S = {($17x2,$3,$4)‘ |$Z| < 57 Z:m}

c) zo = (3, %), S este triunghiul (plin) de varfuri A4 (2,0), B (2,2) si
C(4,4).

Solutie
a) S = B(a,7) = {(xl,x27x3,x4) ‘x% + (w2 — 3)%+ (w3 + 2)2+ (x4 — 2)* < 49
B(xp,r) = {(:rl,xg,xg,x4) ‘(xl —1)% 4 (2 — 2)%+ (23 + 1)*+ (24 — 3)° < 12

d(a,z0) =vV14+1+1+1=2<7, deci zg €8S.

Daca © € B (xg,r), atunci d (z,z9) < r. Pe de altd parte,
d(z,a) <d(z,z0) +d(xg,a) <r+2<7,

de unde rezultd ca r < 5, deci max {r |B(zo,r) C S} = 5.
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b) S reprezintd un cub (in R%) cu centrul in origine si de latura 10.
Evident, xg este un punct interior lui S. Cea mai mica distanta de la
xg la fetele cubului este 2, deci max {r|B(zo,r) C S} = 2.

¢) Ecuatiile laturilor triunghiului sunt:

AB: =2, BC: y=ux AC : y = 2x — 4. Se observa ca
punctul xg = (3, g) se afla la dreapta lui AB, sub BC' si deasupra lui
AC, deci In interiorul triunghiului. Cea mai mica distanta de la x( la
laturile triunghiului este distanta de la x¢ la AC, care este ﬁ, deci

max {r|B(zg,r) C S} = %.

o —
. Precizati frontiera 0S5, interiorul S, inchiderea S §i exteriorul Ext S

multimii S:

a) S ={(z,y,2)||z| <1, [yl <1, zeR}
b) S ={(z,y,1)| 2> +y* <1}

Solutie

S = A(z,y,2)||z|=1, |yl <1, ze R}U

a) U{(z,y,2)| |z| <1, ly|=1, ze R}U

U{(x,y,z)| |£B| =1, ‘y| =1, ZER}
:{(xvyvz)‘ |.Z‘| <1, |y| <1, ZER}

={(z,y,2) | 2] > 1, y,z e R} U{(z,,2) [ [y] > 1, =,z € R}

b) S =8;5=5;9=10
ExtS:{(a:,y,z)|x2—|—y2>1sau z;él}

. Precizati dacad multimile urmatoare sunt deschise, inchise, nici de-

schise, nici inchise:

a) S = {(m1,$2,$3,$4)| |x1\ >0, x99 <1, x3 # —2}

b) S = {(wl,x2,$3,$4) | Ir1 = 17 T3 75 —4}

C) S = {(371,I2,$3,$4) | Tl = 17 -3 S T2 S 17 Ty = _5}

Solutie

a) Fie:

S = {(w1, 72,73, 74) | |21] > 0}

SQ - {(x1,$2,.’173,m4) | T2 < ]-}

S3 == {(LE17127$3,$4) | T3 7é _2}

S =51N5n83. Cum Sy, Sy si S3 sunt evident multimi deschise si
o intersectie finita de multimi deschise este deschisa, rezulta ca S este
deschisa.

b) Nici deschisa si nici inchisa.
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¢) Fie (1, uk, vk, —5) € S, Vk € N*. Atunci —3 <y, <1, Vk € N*si

4
v € R. Daca (1, uk, vk, —5) &, (1,u,v,-5), atunci —3 < u < 1 i
v € R, deci (1,u,v,—5) € S. Rezultd c& S este o multime inchisa.

4. Sa se arate ci bila inchisa B(a,r) = {z| ||z — a|| < r} este o multime
inchisa.
Solutie
Vom arita ci multimea complementarda CB(a,r) = {z| ||z —a| > r}
e deschisa. Intr-adevér, fie b € CB(a,r) oarecare. Atunci ||b — al| > 7.
Fie0O<e < |[b—al —rsiz e B(be). Atunci ||z —b| < € si avem:
16 —al <|[b—z[[+]z —al| <e+lz—a] <[|b—a] —r+]z —al, de
unde rezulta ci |z — a|| > r. Asadar, B(b,e) C CB(a,r), deci b este
un punct interior.

5. Sa se arate ca inchiderea bilei deschise coincide cu bila inchisa, adica:
Bla,r) ={z|[lz —al| <r}={z|[lz —al <r} = B(a,r)

Solutie

Cum B(a,r) C B(a,r) si B(a,r) este inchisd, rezultd ci B(a,r) C
B(a,r). Ramane si dovedim incluziunea inversa. Pentru aceasta este
suficient s& ardtdm cé orice b cu proprietatea ||b —al = r apartine
multimii B(a,r). Fie b un astfel de punct , fie {¢,} un sir de numere
pozitive astfel incat 0 < e, < 1, &, — 0 si fie 2, = epa+ (1 —e,) b.
Atunci ||z, — b|| = en ||la — b|| = enr — 0, de unde deducem ca x,, — b.
Pe de alta parte, ||z, —al = (1 —¢e,)|[[b—al = (1 —¢e,)r < r, deci
xn € B(a,r). Cum z,, € B(a,r) si , — b, rezultd cad b € B(a,r).

6. Sa se studieze daci urmatoarele multimi din R? sunt deschise, re-
spectiv inchise. Pentru fiecare multime sa se determine inchiderea si
frontiera.

a) A=1[0,3) x (1,2]:
b) A= {(z,y) € R? : 2? —y? < 1}.

Solutie. a) Multimea A este marginita, nu este deschisa, nici inchisa;
A=1[0,3] x [1,2], FrA = ([0,3] x {1,2}) U ({0,3} x [1,2]).
b) Multimea nu este marginita, este deschisa, dar nu este inchisé;

A={(r,y) € R?:2? —y> <1}, FrA={(z,y) € R? : 2? —y? = 1}.

7. Fie A, B C R™ doua submultimi nevide. Sa se arate ca:
a) AUB=AUB ;
b) ANBC ANB.

Solugie. a) Dacd © € AU B atunci pentru orice vecinitate V a lui x
avem (AU B)NV # (), sau echivalent (ANV)U (BNV) # 0, de unde
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(ANV) # B sau (BNV) # 0, adici * € A sau z € B. In concluzie
x € AUB. Incluziunea inversa rezulta din faptul ca A C AUB implica
AC AUB si analog B C AU B implica B C AU B.

b) Se procedeaza similar. S& remarcdm ca incluziunea inversa nu este
in general adevaratd. In acest sens consideram multimile A = (0, 1),
B =(1,2).

18.4 Functii continue

1. Sa se arate ca functia:

2’ +y° »
Fla,y) = m , daca (z,y) # (0,0)
0,  daci(z,y)=(0,0)

este continug pe R2.

Solutie

In orice punct (a,b) # (0,0), functia este continui, aga cum rezulti cu
usurinta din definitia cu siruri.

Pentru a dovedi continuitatea in (0, 0), observam ca:
3
2

23| < (a2 + y2)% si |y?| < (2% +»%)2, de unde rezulta:

2 (22 + y2)%
2 + 12

Daca (zpn,yn) — (0,0) atunci \/z2 + y2 — 0, deci:

lim  f(z,y) = 0= f(0,0). Asadar f este continud si in (0,0).
(z,9)—(0,0)

[f(z,y)] < =2va? +y2 ¥ (z,y) € R* — {(0,0)}.

. Fie f : R? = R. Spunem c# f este continua partial in raport cu z

(respectiv y) in punctul (a,b), dacd functia de o variabila x — f(x,b)
este continud in a (respectiv functia y — f(a,y) este continua in b).

Sa se arate ca functia

Fz,y) = { ﬁny , daca (z,y) # (0,0)

0,  daci (z,y) =(0,0)
nu este continud in (0,0), dar este continua partial in (0,0), atit in
raport cu z, cat si in raport cu y.
Solutie

Functia f nu este continud in (0,0) deoarece nu existd limita

lim z,Y).
(z,y)—(0,0) f@)
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Intr-adevir, pentru sirul (2, y4)=(L, 1)=(0,0) rezultd f(zl,,y,)=1,
Vn, deci f (z},,yh) = 3

Pentru sirul (2, y/) = (%,%) — (0,0) rezulta f(al,yl) = %, Y n,
deci f (20, yll) — %

Pe de alta parte, f este continud partial in raport cu x in origine,
deoarece functia de o variabila © — f(z,0) =0 : R — R este evident
continud in 0. Analog, functia de o variabilda y — f(0,y) =0 :R—> R
este continua in 0, deci f este continua partial in raport cu y in origine.

3. O functie f : A C R — R se numeste lipschitziand pe A daca exista o
constanta L > 0 astfel incat

(@) = f(=")] < L|:1:’—ﬂc” , V', id"eA

a) Sa se arate cd dacd f este lipschitziand pe A atunci f este uniform
continua pe A.

b) Sa se arate cd dacd f : I — R are derivata méarginita pe intervalul
I, atunci f este uniform continua pe I.

c) Si se arate ci functia f(z) = 2z + 3sin’z, 2 € R, este uniform
continua pe R.

d) Exista functii uniform continue care nu sunt lipschitziene?

Solutie

a) Fie ¢ > 0 oarecare si fie ., = £. Atunci, daca 2/, 2" € A s
|" — 2" < 0., rezulta |f(z') — f(2")] < L- % = ¢, deci f este uniform
continud pe A.

b) Afirmatia rezulta din teorema lui Lagrange. Fie M > 0 astfel incat
|f'(z)] < M, Vx €l PentruV z/, 2’ € I, existd £ intre 2’ gi x”
astfel incat

f@) = f(@") = (&) («' —a").
In continuare avem:
|f(@") = f(2")| < M |2/ —x"}, va, 2" el,
deci f este lipschitziana pe I. Din a) deducem ca f este uniform

continua pe 1.

c) f/(x) =2+6sinzcosz, z € R, deci |f'(z)| <8, Vz € R. Afirmatia
rezulta acum din b).

d) Fie functia:

1 <
f(x)—{ sin—, daca z € (0,1]

0, daca x =0
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1
Deoarece hr%xsmf = 0, rezulta ca f este continua si in 0, deci f
xT—r X

este continud pe multimea [0, 1]. Cum [0, 1] este o multime compacta,
rezultd cd f este uniform continui pe [0, 1].

Vom ardta c& f nu este lipschitziani pe [0, 1], deci ca V L > 0, exista
zp, @] €0,1] astfel incat |f(z}) — f(2])| > L |2}, — 27|.

1
Fie k € N* cu proprietatea ca 4k +2 > L si fie 2, = m,
1
= (DS Evident, af,z/ € [0,1] si
2
4
zp — | = T E RT3 Pe de alta parte,
3
|f(a]) — f(2f)] = x’LSing —ac'L'sin77T = +af =

A4k +2)
© ow(4k +1)(4k + 3)

= (4k + 2) |2}, — 27| > L|a}, — 2.

. Sa se arate ca functia

241

fio0) o R, f@) =T

nu este uniform continua pe (1, 00).

Solutie

Trebuie sa aratam ca 3 g9 > 0 astfel incat V6 > 0, 3 zf, 2§ € (1,00)
cu proprietatea ca |z — x| < 6 si |f(af) — f(2f)] > eo.

2
Evident, f(z) =2+ 1+ € (1,00).
T —

1
Fie eg = 1, § > 0 oarecare gi ng € N* astfel incdt ——— < 4.
ns(ns + 1)
1 1
Al L=14——siz! =1+ — siobservam ca |z} — z| < 4,
egem ' + Py si 2§ + o si observam ca |z§ — 2|

iar |f(af) — f(af)] = |of —of +2| =2 —

nu este uniform continud pe (1, 00).

—— > 1 = ¢g, deci
ne(ns + 1) 0 f

. Sa se arate ci functia f : R? — R, f(z,y) = 2% + %2 nu este uniform

continua pe R2.

Solutie

Fie g = 1, § > 0 arbitrar si ns € N* astfel incdt ———F———= <
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10.

Dacd alegem (2, v5) = (Vs + 1,v/ns + 1) si (24, vf) = (V7.
1
atunci |z —x - =+vns+1—4/n
|5 = ly5 = 5| s 07 Uns ¥ 1+ s
si|f(2s y5) — f(25,95) =2 >e0 = 1.

Asadar, 3 g9 = 1 astfel incat V6 > 0, 3 (2, y5) € R?, (27, y)) € R? cu

d ((x, y5), (x5, v5)) < 0 st |f (25 y5) — f(25,y5)] > €0 = 1, deci f nu
este uniform continua pe R2.

V75)5
3
<3

. Fie f,g : R™ — R™ doua functii continue. S& se arate c& multimea

A={zx e R": f(z) = g(x)} este inchisd in R™.

Solutie. Fie a € A si (z,) C R" astfel incat z, — a. Cum f,g
sunt functii continue vom avea f(z,) — f(a), g(zn) — g(a) si cum
f(zyn) = g(zy,) va rezulta cd f(a) = g(a), deci a € A, adicd multimea
A este inchisa.

Fie AC R" & f: A — R o functie continua in punctul a € A, iar
f(a) > 0. S& se arate cd existd o vecindtate V a punctului a astfel
incat f(x) > 0, pentru orice z € V N A.

Solutie. Fie r > 0 astfel incdt 0 < r < f(a). Cum f este con-
tinua in punctul a exista § > 0 astfel incat pentru orice x € A cu
d(z,a) < 0 avem d((f(z), f(a)) = |f(z) — f(a)|] < r, de unde rezulta
ca f(z) > f(a) —r > 0, pentru orice x € B(a,d) N A.

Fie f,g : R® — R doua functii continue. S&a se arate ca multimea
A={x € R": f(x) < g(x)} este deschisd in R".

Solutie. Fie a € A. Folosind problema 2 exista & > 0 astfel incat
f(z) < g(z), pentru orice z € B(a,d), deci B(a,d) C A, adica A este
deschisa.

Sa se arate ca functia f: R" — R, f(z) = || — al|, unde a € R", este
uniform continua.
Solutie. Rezultd din inegalitatea |||z —al| — ||y — al|| < |z — y||, pentru
oricare x,y € R™.

S& se arate cd functia f : (0,00) x (0,00) = R, f(z,y) = nu este

uniform continua.
1 ;o 2
Solutie. Consideram sirurile (2, y,) = <1, ), (X, Yp) = (1, ) si
n n

evident avem ||(zn,yn) — (z,,,9.,)|| = — — 0, pentru n — oo, iar

SRS
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\f (@, yn) — f(,,9.,)] = n — oo. Folosind definitia rezulti imediat ci
f nu este uniform continua.

18.5 Derivate partiale, diferentiala

1. Fie functia:

x2 xy?) sin(z —
f@,y):{( VERVIE D) e (2,1) # 0.0

xr2 + y2
0 daca (z,y) = (0,0)
" of of f f
lcul - -
Sa se calculeze 50 (0,0), 3y (0,0), 900y (0,0), 9y0n (0,0).
Solutie
ﬂ (z,y) = (25133/ + y2) sin(z —y) + (3323/ + :cyz) cos(z — y) B
ox 7 22 + 42
2z (22y + zy?) sin(z — y) y
- ( (.7,’2 _1_;2)2 ) daca (l',y) 7& (070)7
of . f(@,0)—f(0,00 . 0-0
%(070)—}:%33—_0 _alclg%)m—o = 0.
of
2 (Ovy) ( ) 02 &
yox y— Y — y—) y
of (2,y) = (2% + 2ay) sin(z — y) — (x y + xy?) cos(z — y)
8 ’ o IQ _|_
%y (2%y + 2y?) sin(z — ) . v
o ((L‘2 +y2)2 ’ daca (xvy) 7é (070)7
of . f0,y)—f(0,00 . 0-0
o 00 TR0 S0
of of
2,0 0,0 _
O f (0,0) = lim dy (,0) - dy (0,0) ~ i x?sinz _
Ox0y z—0 z—0 z—0 13
0% f 02 f

Ita cad —=— — .
Rezulta ca 920y (0,0) # g0 (0,0)

2. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul I ale urmatoarelor functii:
a) f(z,y,2) = (;E) , 2>0,y>0

b) f(z,y,2) =x%, >0, 2#0
c) f(z,y,2) =a¥", 2>0,y>0
Solutie
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vi=<() m=() ()5 6) ()

af y.;ﬁ—l.g— v 1 1 L of ¥ (—y)-lnx

z o+ — = Tz -

or =z "oy PR 22
a z a z 8 z

c —f:yzoxy _l;l:xy ~zyz_1-lnx;—f:xy -y*-Iny-Inzx
ox oy 0z

2 2
3. Fie functia f(z,y) =4 7 sin Sy daczjm (z,y) 7 (0,0)
0 daca (z,y)=
a. Sa se arate ci f este de clasa C' pe R2.
b. Sa se arate f are derivate partiale mixte de ordinul al doilea in
. O f
d0xdy st 0yox

orice punct gi sa se calculeze
de clasa C? pe R? ?

Solutie

a. Derivatele partiale de ordinul intai sunt:

in origine; este functia f

2243 222 .
8f( y) = ysin x2+y2 + (1:2+y2)2 cos $2+Z2 daca (z,y) # (0,0)
Ox 0 dacd (z,y) =(0,0)

2_42 2.3 22 a2 .
g(m y) _ T sin I2+z (;iygp COSs z2+z2 daca (@y) #* (0, 0)
dy 0 daca (z,y) = (0,0)

0 0
Se demonstreaza ca 8—f si a—f sunt continue, deci f este de clasi C!

€z Y
pe R2.
b. Evident, functia are derivate partiale de ordinul al doilea in orice
punct (x,y) # (0,0); studiem existenta derivatelor mixte in origine
(cu definitia):

2 . 9 L
T (0,0) = tim “ — gin 1 2T (9,0) = g LD

= —sin1.
0zxdy =0 T 0yox y—0 y !

Functia nu este de clasi C? pe R?; daca ar fi fost, atunci, conform teo-
remei de simetrie a lui Schwartz, cele doua derivate mixte de ordinul
al doilea ar fi trebuit sa fie egale.

. - B xfiyz daca (z,y) # (0,0)
4. Fie functia: f(z,y) _{ "0 daci () = (0,0)

a. Si se arate ca f este de clasi C! pe R2.
b. Sa se arate f are derivate partiale mixte de ordinul al doilea in
0% f

orice punct si sa se calculeze i
P 5 “ dxdy 5 0yox

in origine; este functia f
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de clasa C? pe R? ?

Solutie
Derivatele part;lale de ordinul intai sunt:
5_ 23

g(z y) = W dacd (z,y) # (0,0)
ox 0 daca (z,y) =(0,0)

.133 2 T 4 o
0F o _ [ EEE daci (@) £ (0,0)
Oz 0 dacd (z,y)=(0,0)

Derivatele partiale de ordinul al doilea in origine:

92 f 5L (x,0)
Oxdy (0,0) = }:—>0 o =0,
*f Lo,y)
ooz 00 = lim &2 =1

deci functia nu este de clasia C?(R2).

. Sa se studieze existenta derivatelor partiale si a diferentialei in origine
2 2

X X v
pentru functia: f(z,y) = { e dacd (2,y) #(0,0)
0 daca (z,y)=(0,0)
Solutie
Functia are derivate partiale in orice punct, dar nu este diferentiabila
in origine.

. Fie multimea A = {(z,y) € R*| 2 >0, y > —2} si functiile
[rASR, floy) = (Vo VaZ+ 3% yT2),

g:R* 5 R% g(u,v,w) = (u2 + 0% 4 2uw?, u? - 112) ,
h=gof:ACR? - R
Notam cua = (1,—-1) € Asicu b= f(a) = (1,2,1).
S& se verifice ca h'(a) = ¢'(b) - f'(a) si dh(a) = dg(b) o df (a)
Solutie

1 Loy
0 2
2\/x
Py = | —— Y spa-n-| L 2
’ Va2 32 22 + 32 ’ 2 2
1
0 -
2y + 2 0 X
2

20 2v 4w 2 4 4
/ _ L _
g (u,v,w) - < 2 —2 0 ) 3L g (1727 1) - < 2 4 0 >
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Wa,y) = g(f(z,9)) =g (\/CE Va? +3y2, \/y+2) =
= (x+x2+3y2+2y+4, xfx273y2)

, (1422 6y+2\ . (3 —4

Pe de alta parte avem:

N

—_
w
7N
S
—
o |
N
~

]
|

In continuare avem:
1 1 3 1
df(1,—1) = ( =dw, ~dz — ~dy, -
If (1, 1) (zdx, 5 —5dy, 2dy)
dg(1,2,1) = (2du + 4dv + 4dw, 2du — 4dv)
dh(1,-1) = (3dx — 4dy, —dz + 6dy)

dg(1727 1) © df(]-’ _1) =

1 1 3 1 1 1 3
2. = Zdr — 2 4.= cZdr — 4 =dx = 2 -
( 2dm+4<2daz 2dy> + 2dy7 2 2da: (2d:13 2dy)>

(3dx — 4dy, —dz + 6dy)

2
7. Fie functia f : R? = R, f(z,y) = ﬁ daca (z,y)#(0,0) si £(0,0)=0.

S& se arate ca f nu este continud in punctul (0,0) dar este derivabila
in (0,0) dupa orice versor s = (s1,s2) € R%.

Solutie. Consideram sirurile (z,,,y,) = (1,1) — (0,0), (z,,,y,) =
(ﬁ,%) — (0,0), iar f(n,yn) — O,f(m;l,y;) — 1, deci f nu este
continua in punctul (0,0). Evident %(07 0)=0.
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8. Fie functia f : R? — R, f(z,y) = cos(2x + 3y). Sa se calculeze

10.

d
£(£70)’ unde s = (s1, $2) € R? este un versor.
d 270 +t , . 170

Solutie. —f(z,()) = 1imf((4 ) + t(s1,82)) = f(%,0) _

ds 24 3t—)0 t

s t t
limcoS(2 + 2ts1 + 3tsz) (25 + 352).
t—0 t

Fie f : R® = R; f(z,y,2) = 2> +yz —ay si a = (1,1,2). Sa se
determine versorul s stiind ca d—(a) este maxim.

s
Solutie

af —_—
L @)= s grad,f =] s || - | grad,f | -cos (s, grad, /) =

—|| grad, f | - cos (s, grad, f).

Deci maximul se obtine atunci cand s are aceeasi (ilirec‘gie si acelasi
sens cu grad, f. Rezulta : grad,f = (1,1,1) = s = —=(1,1,1).

V3

Sa se calculeze laplacianul urmatoarelor functii:
a. [+ R2\{(0,0)} = R, f(z,y) = In(2® + 3?).

1

Va2 + g2+ 22

b. k: R*\ {(0,0,0)} = R, k(z,y,2) =

Solutie
Laplacianul unei functii f de n variabile, este, prin defini’tie:
*f L Pf *f
Af=—54+—5+..+—.
! ox? Oz} * 0x2

O functie al carei laplacian este nul se numeste functie armonica.
a. Calculam derivatele partiale:

U ) = oy
oz Y o242
O (o) = o2y
oy Y T a2
ﬁ(x - 2y? — 222
o2 Y = (22 + y2)2’
0% f 212 — 22
2Ty = 5o
dy (% +y?)

si deci Af = 0.
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b. Derivatele partiale:

ok —x

7(I,y,2’) = ,
Ox v/ (22 4+ 2 + 22)3
32k:( ) 202 —y? — 22

x7y7z = )
0z2

(22 492 + 22)°
si deci Ak = 0.

11. Fie a € Rsifie g si h dous functii de clasa C? pe R. Sa se demonstreze
cd f(z,y) = g(x — ay) + h(z + ay) verificd ecuatia coardei vibrante:

2 2
FF 29
Oy? Ox?

Solutie Calcul direct.

12. Si se afle f € C?(R) stiind ca functia u(z,y) = f(2? — y?) este ar-
monici pe R2.

Solutie
. o .. . 0%u  O0%u
O functie este armonica daca satisface relatia — + — = 0.
0x?2  Oy?
ou 0,2 2y . &*u o2 2 21, 2 2
%—fo(w _y)vw—zf(l" —y°) +4x” f (2" — y7).
du 2 5y OPu 2 2 2 2 2
a7y:—2yf'/(x —y); 0,2 :—2f’(x -y )—|—4y fll(x —y )
Inlocuind in 782u + 7821& 0, rezulti 4(x? +y?) f” (2* —y*) = 0; in final
= VA — = 0:

se obtine f(t) = at + b, cu a,b € R arbitrar fixate.

13. Sé se afle f € C?(R) stiind c& functia v(z,y) = f(¥£) este armonica.
Solutie

v Y Yy d?v 2y .Y y2 e Y
ox ZL’2 (ZE) ’ (9:82 l'gf (:B) 1'4 (l')
o 1,y v 1,y
78(@ T (5) ’ 7ay2 z2 (E)

Inlocuind in ecuatia data, rezulta :

4y L,y 2,y
74]””(;) + Ef’(;) =0.
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Notand t = £ se obtine (dupa calcule):

si deci

) 2

frity  e2+1r

f(t) = a-arctg(t) +b

cu a,b € R arbitrar fixate.

Sa se demonstreze ca laplacianul in coordonate polare este:

2 2
apo P4 L d0r
0p*  p*Op*  pOp
Solutie
Fie f € C*(R?),2 = pcosp, y = psinp.
8—x*cos 8—x*—sin @*sin 9 _ cos
oy = CO3¥ 5, = TPSing, 5 =sing, 5o = peosy.
or _ 010w %%—%cos +ﬁsin
op Oxdp Oydp Ox 4 y v
of _070x 070y _OF oy 9 s
dp 0xdp 0Oydp Ox pemy ayp v
Rezolvand sistemul, (in necunoscutele % si %)’ rezulta :
g—a—fcos _gsingo %—gsin gcosw
or —0p Y 00 p Oy 0p T T 00 p
OF 0 (OF\ _ g, 0 (9 _sine 9 (OF\ _
0z Ox \oxr) 908,0 Ox p Op\Ox)
2 2 o 2 f o2 .2
:—fcos%of O°f sinpcosp  O°fsin“p Ofsin <p+
Ip* Ipdp  p op? p*  Op p
Of sin p cos
2———
e
o*f 9 f ., 0?f sinpcosp  0%fcos?p  Of cos?p
— = —Ssin“p+2 — e
dy?  0p? Opdyp  p op?  p? dp p
_2ﬁsin<pcos<p
dp  p*
'In concluzie: ) )
ap_ O 1O 10f
op?  prop?  pop
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dy

d
15. Fie ecuatia diferentiala IQTz +x—=+42y = 0. Ce devine ecuatia daca
x

16.

dx
se face schimbarea de variabile (z,y) — (¢,y), unde z = e ?
Solutie
Calculam d 1§1 d? y in functie de 4 dt si flté’ Din z = ef, rezulta t = Inx
—t.

si deci 4 dm = o =e¢ "jrezulta :

dy _dydi _dy

de  dtdr  dt’

d27y o d dye,t _d (dy ot dat o2t @ _dy
da? ~ dx \ dt at\at® )z~ g2 dt)’
2

y+2y:0.

E ia devine: —-
cuatla devine p7

Operatori diferentiali. Fie V = Pi + Qj + Rk un camp de vectori
de clasa C? pe un deschis U C R® si f € C?(U) (cAmp scalar). Opera-
torii diferentiali de ordinul intai sunt gradientul, divergenta si rotorul,
definiti pentru orice a € U astfel:

(grad)(a) = (V1)(a) = 5 @)+ 5L (@7 + L (@

oP 0Q
o)+ 52+ 5 @)

(rotV)(a) = (V x V)(a) =

(3 S0)(er- ) (- s

In cele ce urmeaza vom nota cu 7 = (x,y, z) vectorul de pozitie si cu
r = /2% + 92 + 22 norma sa. Evident, 7 este un camp vectorial, iar r
este un camp scalar.
Pentru orice campuri vectoriale V si W si orice cAmpuri scalare f si g
de clasa C?, au loc relatiile:
. grad(fg) = fgradg + ggradf.
. div(fV) = fdivV + Vgradf.
div(V x W) = WrotV — VrotW.
. 1ot(fV) = frotV —V x gradf.
e. grad(V ) = W x otV + Vot + 9 4 W

o aw — dv
unde, % este derivata dupé directia W a lui V.

av. dw

f.rot(V x W) = VdiviW — WdivV + — — —.
aw  dV

(divV)(a) = (VV)(a) =

oo o
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g. 1
a

h. gradr® = ar® 27, Va € R.

i. rot(gradf) = 0.

j. div(rotV) = 0.

k. div(gradf) = Af =

Solutie
Calcul direct.

= agradf, grad(a T) = @, pentru orice vector constant a.

92 2 2
#i #f
ox2  Oy? 022

Sa se arate ca ecuatia:
In+/22 +y% — 2aurctgg =0
x

definegte intr-o vecinatate a punctului (1,0) o functie implicitd y =
f(z). S& se calculeze f'(1) si f”(1).
Solutie

Daci notam F(z,y) = In /2% + y2 — 2arctgf atunci

oF «x+2y .O0F y—2x
9r 242 oy 22ty
Verificam conditiile teoremei functiilor implicite:

F(1,0)=0
OF
oy L0 =270

Din teorema functiilor implicite rezulta ca exista o vecinatate deschisa
U a punctului @ = 1, o vecinatate deschisa V' a punctului b = 0 si o
functie implicita unica f : U — V cu proprietatile:

f(1)y=0
F(z,f(x))=0, VaeU
o (@ @)
FeC®U)s fl(x) =— gF : = ;;__Q;Eg VeeU
o (o 5(@)
Y
In particular avem f/(1) = %

Derivand inca o data, obtinem:

()= — (1 +2f(x)) 2z — f(z)) = (x +2f(x)) 2 — ['(x))
(22 — f(2))?

)=

, deci

OO\OT
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18.

Pentru calculul derivatelor f/si f” putem proceda si in modul urméator:
derivim succesiv identitatea F' (z, f(z)) =0, Vz € U, adica derivam
identitatea
1
3 In (2% + f*(2)) — 2arcth =0
x

si obtinem:

z+2f(x) + f'(z) (f(z) —22) =0 s

L+ 2f'(z) + f"(z) (f(x) = 22) + f'(2) (f'(x) = 2) = ?

Pentru z = 1 obtinem 1 — 2f/(1) = 0, deci f'(1) = 2 iar din a doua

relatie,
1 1/1
1+2'§+f"(1) (—2)+§ <2 - 2) = 0, de unde deducem ca f”(1) = —.

Sa se arate ca sistemul:

P24y’ +22—4r—-9 = 0
x> — P+ 23 — 32 = 0

definegte intr-o vecinitate a punctului (3, 3, _\/§) functiile implicite
y = f(z), 2= g(x). S& se calculeze f'(3) si ¢'(3).
Solutie

Notam cu
F(z,y,2) = 2> +y?>+2°2—42-9
G(z,y,2) = 23—y>+2°-32

Constatam ca F (3, 3, _\/§) =0, G (3, 3, _\/3) =0.

OF OF
D(F,G) | %y 02 _’ % 2 ’
D(y.z) | sc oc | | =3y 322-3
By 0z

m (3.3.-v3) = ‘ _627 _26‘/§ ‘ — 18(2 — 3v/3) £ 0.

Din teorema functiilor implicite rezulta ca exista o vecinatate deschisa
U a punctului ¢ = 3, o vecinatate deschisa V' a punctului b = 3, o
vecinitate deschisia W a punctului ¢ = —+/3 si doud functii implicite
unice:

U=V, g:U—>W

cu proprietatile:

a) f3)=3, g(8)=-V3
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F(z, f(z),g9(x)) =0 - adica,
b){zG(%f(x) o)) =0 e
T +f($) (x) 4r—9 = 0
{2 e e = 0 veeY

Derivand identitatile de mai sus, obtinem

{ 2z + 2f () f'(x) + 29(2)g' (x) — =0
v? = 3f2(2) f'(z) + 3g*(2)g (x) — (37) =0

Pentru x = 3 obtinem

{ 6+6f(3)—2v3¢(3)—4 = 0
27— 27f'(3) +94'(3) —3¢4'(3) = 0

si, mai departe,

{ 3f'(3) = V3g'(3) = —1
9/(3)=24'3) = 9
Rezolvand acest sistem, obtinem:
fan . 2+9V3 pon 12

Sa se arate ca ecuatia 2% — y3 + z 4+ y = 10 defineste functia y pe o

vecindtate a punctului (2,1). Sa se calculeze y/'(2),y"(2) .

Solu;fze Ecuatia este de forma f(z,y) = 0, unde f : R?> — R, f(ac y) =
23 — 3 + 2+ y — 10. Evident f(2,1) = 0,f € CI(RQ),ay(m Y)

—3y%+1, de unde a—y(Z, 1) = —2 #£ 0, deci ipotezele teoremei functiilor

implicite sunt indeplinite. Conform teoremei ecuatia f(z,y) = 0 de-

finegte functia y pe o vecinitate a punctului (2,1), adicd existd o
multime deschisda A C R,2 € A, o multime deschisa B C R,1 € B
§i o unica functie y : A — B, de clasa C!, cu valorile y = y(z) astfel
incat y(2) = 1si f(z,y(z)) =0, (V)z € A, adica 23 —y3(z) +x+y(z) =
10, (V)z € A. Derivand in raport cu z obtinem

322 = 3y%(x)y (z) + 1+ 4/ (z) =0,(V)z € A. (1)

Pentru = 2 avem y(2) = 1 si atunci 12 — 3y/(2) + 1 + ¢/(2) = 0,
de unde y(2) = . Derivand din nou in raport cu z in relatia (1)
obtinem

62 — 6y(2)(y')*(x) — 3y*(2)y" (2) +y"(2) = 0, (V)a € A.

z = 2 vom obtine y”(2) = —483.
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18.6 Extremele functiilor, formule Taylor

1. Folosind formula lui Taylor cu restul Lagrange de ordinul 2, sa se
giseasca o valoare aproximativa pentru v/260 si s se precizeze eroarea.
Solutie
Observam ca 256 = 4% este cel mai apropiat numar de 260 de forma

4
n*.

Scriind formula lui Taylor pentru functia f(z) = &z, x> 0, in jurul

punctului ¢ = 256, obtinem:

260 — 256
1

(260 — 256)2

£(260) = f(256) + 51

f'(256) + 1" (256) +

260 — 256)°
(260 — 256)°

@),

unde 256 < £ < 260.

Efectuand calculele, rezulta:

f(256) = 4; f'(256) =

1 (256) = == (256) % = — =

£ (256) = 25 (256) % = 27 > £ (€)

Asadar, avem:

1 3 4
F260) =4+ 5505 5”’(5)-

Valoarea aproximativa cautata este 4 + iar eroarea este

3
FERN I
473 " 43 7 1

£ 3l

3
2. Sa se scrie explicit formula lui Taylor cu restul de ordinul 1 pentru
functia f (z,y) = €® ¥ in jurul punctului (1,1).
Solutie

Formula ceruta este:

Fle =0+ [ ane-n+ L ane-n]+
2 2 2
t |52 € @1+ 20 L (e - D -1+ 5 F € (v - 172

|
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unde (£,7) este un punct interior pe segmentul de dreaptd de capete
(1,1) respectiv (x,y). Facand calculele, obtinem:

8f 2. g _ 22 —y?

I =2z by 2ye ;
an 22 —y? 82f 22— y? an 2 22 —y?
922 (2+4 ) ’6x8y__4xy€ ,a—y2—(4y —2)6 .

Inlocuind in formula de mai sus, rezulta:

eV =142 —1)—2(y—1)]+

+211 [(2 +46%) (@ —1)* =8¢ (z = 1) (y - 1) + (4n° - 2) (y - 1)2} 2

Fie functia f : D C R?> — R, f(x,y) = arctglxjy Sa se

aproximeze functia f printr-un polinom de grad doi in vecinatatea
punctului (1, -1).
Solugie. Din formula lui Taylor avem aproximarea
flay) = F(1L,=1) + 3L(1, - 1)(96 -+ 5 D+ D+
2

+3 [az’;(l —1)(@ = 12+ 224 (1, -1)(= - D)(y + D)+
+54(1, -1y +1)%).

of 1 af 1 0’f —2x 0’f
Cum = = ——, =~ =——>, 5= ; =0,

Ox 1+22" 9y 1+y2 0x22 (1+22)2 0zdy
O 2y
Oyr  (1+y?)?
punctului (1, —1) prin polinomul

rezulta ca functia f se aproximeaza in vecinatatea

1. -1 1 1
(m—1)2+§(y+1)2] = z(yQ—x2+4w+4y).

1
*(y+1)+§[7

1
S4 se studieze extremele locale ale functiei f : D € R? = R,
flz,y)=2*+2y+y*>—4lnz—10lny + 3.

Solutie. Determinam mai Intai punctele critice. Rezolvam sistemul:

4 1
g —O,g = 0, sau echivalent 2z +y — f:O,x+2y——0:07 cu
ox dy T y
solutia (z, y) = (1,2), care este punct critic. Vom calcula derivatele
: . . o f 4 0% f
partiale de ordinul doi: r = —%5 =24 —,s = =1,

Ox? a2’ Oxdy
0? 10
t = 8yf =2+ 7 Atunci rg = r(2,1) = 6,50 = s(2,1) = 1,t9 =
t(2,1) = % , de unde rotg — 3% =26 > 0, si cum 9 > 0 rezultd ca
punctul (2,1) este punct de minim local.
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5. Sa se afle punctele de extrem local ale functjiei:

f(z,y) =2 + o + 212y + 362 + 36y

Solutie

Pentru inceput, aflam punctele critice rezolvand sistemul

ﬁ:3x2+21y+3620
Ox

)
—f=3y2+21x+36:0
dy

Punctele critice sunt (—4, —4) si (=3, -3).

& f e
N 0xdy

% f
21, —=% =
By 6y

d?f (=4, —4) = —24dx? + 42dzdy — 24dy>
ail = —24; aip = 21 : asy — —24

-24 21

A1:—24<0;A2:‘ 21 o4

’ =135>0
Deci forma patratica d? f (—4, —4) este negativ definita, de unde rezulta
cé (—4, —4) este un punct de maxim local.

d?f (=3, -3) = —18dx? 4 42dzdy — 18dy>

—18 21

AQ:‘ 21 -18

' =-117<0
Deoarece d? f (—3, —3) este alternanta, rezulti ca punctul (—3, —3) nu
este punct de extrem local.

6. Metoda celor mai mici patrate
Presupunem ca pentru o functie f : I C R +— IR valorile in punctele
(distincte) xg, x1, ..., T, sunt cunoscute:

f(xo0) = yo, f(x1) =y1,.-, [(2p) = yp
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In general, punctele M;(z;,y;) nu sunt coliniare, ceea ce inseamnd ci
nu exista a,b € R astfel incat y; —ax; — b = 0, Vi = 0,1,....p
Intr-adevar, cautam a,b € IR astfel incat suma patratelor

Z(yi —az; — b)?

sa fie cat mai mic posibila. Mai precis, consideram functia

p
E: R’ R, E(a,b) = Z(yz —aw; — b)2
i=0

Problema este de a gasi punctele de minim ale functiei £. Folosind

E oF
algoritmul de mai sus, rezolvam mai intai sistemul: D0 0, 5 = 0;
a
sistemul liniar:
p p
Z(y—awz—b =0, Z i —ax; —b) =0
i=0 =0
are o unicd solutie (ag, bg). Acum calculam
E P OE 2 _9’F
- ; TS Badb ; =G 2t

Folosind inegalitatea lui Schwartz se poate verifica rt —s? > 0 sir > 0,
deci (ag, by) este un punct de minim pentru E. Dreapta y = agz+bg se
numeste dreapta de regresie a punctelor (zo,yo), (T1,Y1), -, (Tp, Yp)-

S& se determine extremele functiei y = y(x) definite implicit de ecuatia
23+ 9% — 22y = 0.

Solutie

Fie F(z,y) = 23 + 3> — 2xy. Funct;ia y = y(x) este definitd in
vecinatatea punctelor pentru care a— # 0, adica 3y?> — 2z # 0. In
aceasta ipoteza, se determina punctele critice ale functiei y:

2y — 322
322 + 3%y — 2y — 22y =0 = ¢/ () = — 55—
z° +3y°y — 2y — 2y y(z) 37 22
Punctele critice sunt solutiile sistemului:
y =0 2y — 322 = 0
F =0 ={2+y¥k-22y = 0 =
%—5 # 0 32 —2x # 0
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_ 32
y = 73
= 2? (2723 -16) = 0
or £ 0
Jy

Unica solutie este (z,y) = (2[ 2\f> Pentru a decide daca = = @

n(2v2).
este punct de extrem local pentru y, vom calcula y (T)

22
6x + 6y (g/)2 + 3%y — 2y — 2 — 22 =0, = ¢/( ;[) =-3<0,
deci z = 2‘—[ este maxim local pentru y si y( f) g/;

8. S& se determine extremele functiei z = z(z,y), definite implicit de
ecuatia 2% + 2 + 20(2? + y?) — 8(wy + 2 +y) = 0.
Solutie
Fie F(x,y,2) = z3+z+20(x2—|—y2)—8(xy+x+y) conditia de existenta
a functiei z este %—5 £ 0, adic’a 322 4+ 1 # 0. Evident, conditia este
indeplinita pentru orice z,y, z € R. Derivatele partiale de ordinul intai

ale lui z:
0z 0z 0z 8(y+1)—40x
2
2 T L 40 — 1) = e _ Ao A
32 8x+8x+ox Sy+1) = 0:>0m 32241
0z 0z 0z 8(z+1)—40y
322 == 40y — 8 0= —=—— "
8y+8y+ y—8+1)= oy 322+1
Punctele critice ale functiei z sunt solutiile sistemului:
0
G
2
= — 0 =
Ay
F(z,y,z) = 0
8(y+ 1) — 40z
—— =0
32241
8(z +1) — 40y
32241

2424202 +92) - 8(zy+x+y) =

11
Unica solutie a sistemului este (z,y,z) = (Z’ T 1). Pentru a decide
daca el este punct de extrem local, se calculeaza derivatele partiale ale
functiei z.
(82)2 50?2 9%z 0%z 40
62 +

92" 43,2072 0=0=22___ 4
o o Tzt 922~ 3241
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02\ . ,0% 0% 9z 40
it 0=0=22-__ T
62<a>+ 82+82+0 0:>6y2 371
0z 0z , 0%z 0%z 0%z 8
62@%+3 83:8y+83:8y_8_0:>8x8y_322+1'
Rezulta
2 2 2
Q(lvl):, ’ %(l)l)z, 7 £<171):2’
02247 4 oy? 4’4 Oxrdy 4’ 4

11
deci in punctul (- e 4) functia z are un maxim local.

Fie a € R, a # 0; sa se determine extremele locale ale functiei
z = z(x,y) definite implicit de ecuatia (2 + y? + 22)? = a® — 22 — 22.
Solutie

Fie F(z,y,2) = (2% +y*> + 2%)? — a? + 22 + 2?; Conditia de existenta a
functiei z este — # 0, adicd z # 0. In aceasta ipoteza, se calculeaza

derivatele partiale ale functiei z:

0z 0z 0z x
2@+ +2Y) (20422 |+ 20+ 22— =0 = — ==
(:c+y+z)<x+ za>+ +zax 5 .

0 0
2(x% 4 2 + 2°) <2y + 2282) + 228—; =0,
—ou(a2 4 2 + 22
de unde rezulta % Y@~ +y” +27) .
Oy  z(22% +2y% + 222+ 1)
0z
= =0
gx
Sistemul 9z _ ) are solutiile
dy
F(z,y,z) = 0
—1++vV1+4a®) .
(l‘l,thl) = 0707 f 51
—1+V1+4a?
(z2,y2,22) = [ 0,0, — s

Se observa ca este verificata conditia z # 0. Derivatele partiale de
ordinul al doilea:

0z 0?

242422 =0
>++8+ 5.2 =0

02\> |, 5 o o 0z 9z
(2x+226x> +(2°+y +z)<2—|—2a+2 B
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10.

9z 322+ 22+ 1
de unde rezulta = — .
dx2 2(x? +y? + 22+ 1)

0%z 0%z
2 2,2 .2 =
dy” + (z* +y~ + 2%) (2+2Z(92> +2’ZaT/2_O’
%2 a® + 3y* + 2
de unde rezulta o2 = @ttt 224 1)

0z 0z
2 22— 2 22—
< T+ z@x) ( Y+ 28x>+
0z 0z 0%z 82 0z 0%z
2 2 ) padtiad 2,— = _- 2z —
+(x+y+)<aa+86 88+8:c8y 0,
0%z _ 2y

0xdy  2(a?+y +22+1)
Calculand derivatele partiale de ordinul al doilea in punctul critic
(0,0), rezulta :

82 1 82 82 z

de unde rezulta

2 _ 1 . . v
Deoarece rt — 8= 731 > 0, (’S1 pentru z; si pentr}l 29), re.zulta
ci atat z1 cat i zo au extreme locale in (0,0). Functia z; satisface
conditia r < 0, deci are un maxim local in (0,0), iar valoarea ei in
acest punct este

-1+ Vv1+4a?

21(070) = 9

Functia 2o satisface conditia r > 0, deci are un minim local in (0, 0),
iar valoarea ei in acest punct este

-1+ V1+4a?

29(0,0) = —{/ ———.
2

Sa se determine extremele locale ale functiei y = y(x) definite implicit
de ecuatia 2% + y3 — 322y — 3 = 0.
Solutie
Fie F(z,y) = 23 + 3> — 32%y — 3. Conditia de existenta pentru y este
6—1; # 0, adica 3y? — 322 # 0. In aceasta ipoteza, se calculeazi y':

2zy — 2

2 _ 27

322 + 392y — 6zy — 322 =0 = o/ (z) = ;

deci punctele critice ale functiei y sunt

xr1 = 07 yl(o) = \3/57 o = 72a 92(*2) = -1
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62 + 6y(y')? + 3y%y" — 6y — 12z — 32" =0 =
_ 2042y — 2y(y')* + day’

y"(z) 7 a?
Rezulta 3" (0) = % > 0, deci 21 = 0 este minim local si y”(—2) = —2,
deci 9 = —2 este maxim local.
S& se determine punctele de extrem ale functiei y = y(x) definite
implicit de ecuatia 2? + y* — ezarctgi’ y # 0.
Solutie

Conditia de existenta a functiei y este

y(z® + %) + e Ctey # 0.

Se obtine
;2™ —a(a? 4 y?)
y(z? +y%) + we?Ce;

punctele critice sunt:

[NIE]

jus
ez e
2

xr1 = 7

In aceste puncte y(z1) = z1 si y(x2) = 2. Se calculeaza y”(z12), etc.

Sa se determine cea mai mare gi cea mai mica valoare a functiei:

1 1
[ (@y) = 5o* + V3ay — oy

in domeniul marginit

D={(z,y) eR*| 2* +y* < 1}.

Solutie

Pentru inceput cautam punctele de extrem local in interiorul
domeniului, adica in:

D={(z,y) eR?| 2* +y* < 1}

Avem: 5
—fzx+¢§y=0
ox
%:\/gx—yzo
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13.

14.

Punctul (0, 0) este unicul punct critic.

d?f(0,0) = dz* 4 2v/3dzdy — dy?

IRRVE]
V3 -1

d?f (0,0) este alternanti, deci (0,0) nu este punct de extrem local.

Deoarece Ag = = —4 < 0, rezulta ca forma patratica

In continuare cautam punctele de extrem local pe frontiera domeniului
D, adica pe cercul

I={(z,y) eR*|2® +y* =1}
Am obtinut astfel o problema de extrem cu legaturi, i anume:

Sa se determine valorile extreme ale produsului zy cand z si y sunt
coordonatele unui punct de pe elipsa de ecuatie 2% + 2y* = 1.

Solutie

Problema este echivalentd cu a gasi valorile extreme ale functiei
f(z,y) = 2y cu legitura g(z,y) = x> + 2y% — 1.

Consideram functia F(z,y) = xy + A(2? + 2y* — 1). Din sistemul:

g—i = Y+ 2\ = 0
8—5 = T+ 4y = 0
g= 2*+2y°-1= 0
rezulta A = j:g.
Pentru A = %, rezulta :
(xlvyl) = (?a _%) §1 (332792) = (_ga %) .
Pentru A\ = —%, rezulta :

(3,3) = (%%) st (24,y4) = (—?,—%) :
Valorile extreme ale functiei continue f pe elipsa (care este multime

compacta ) sunt: f(z1,y1) = —% ( minim) si f(z3,y3) = % ( maxim).

Sa se afle valorile extreme ale functiei
1 1
f(zy) = ixQ +/3zy — §y2, cu legatura 22 + 9% — 1 = 0.
Solutie
Consideram functia auxiliara

1 1
F(2,y,2) = 5o+ V3zy — Sp* + A (o* +37 = 1)
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Punctele sale critice se afla rezolvand sistemul

F

6— = x+\/§y—|—2)\x:0
ox

oF

— = V3r—y+2y=0
dy

oF _ 2 2 _

Primele doua ecuatii se scriu

{ (1+2\)z++V3y=0
V3z+ (2 -1)y=0

Cum (z,y)#(0,0) pe I', determinantul acestui sistem trebuie sa fie 0:

L+20 V3 | /1o - Sy
3 2a-1 —4(/\ 1)—O,de(21)\—:|:1.
Pentru A = 1 obtinem sistemul

V3z+y=0
22492 —-1=0

o (1 V3 1 V3
care are solutiile | =, ——— |, | ==, — | .
; 2 2 27 2
V3 1 V3

Asadar, punctele critice pentru A = 1 sunt (;, 2) si (2, 2>.
Fie Fy (z,y) = F (z,y,1) = %xQ + V3xy — %yz + 2?4+ y? — 1 i fie
¢ (z,y) = 2% + y*> — 1. Atunci:

d*Fy (z,y) = 3dx? + 2v/3dzdy + dy? si

do (z,y) = 2xdx + 2ydy = 0

1 3
Deoarece dp (2, —\2[> = dx — \/3dy, deducem ci dxr = /3dy si,
1 3
mai departe, ci forma patratica d?Fy (2, \2[> = 16dy? este pozitiv

PR
1 3
conditionat. Avem f < —f> =—1.

1
definita. Rezulta ca punctul < ) este un punct de minim local

27 2
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15.

2
1 1
Pentru A = —1 se obtin punctele critice <\/§ > si (_\/5 —).

. o . 1 V3
La aceeasi concluzie ajungem pentru punctul critic “35 |

272 27 2

1 1
Dacé notam cu Fy (z,y) = F (z,y,—1) = §x2+\/§azy—§y2—m2—y2+1,
atunci d?F (x,y) = —dx? + 2v/3dxdy — 3dy?.

1 1
Cum dy ({ 2) (?dw + 2dy> = /3dz + dy = 0, rezults ci

1
dy —+/3dx si, mai departe, ci forma patratica d2Fy \2[ 2) =

31
—16dx? este negativ definitd. Rezulti ci punctul <\2f, 2) este un

1
punct de maxim local conditionat si ({ 2)

V3

1
Pentru punctul (2, 2) concluzia este aceeagi.

In concluzie, valorile extreme ale functiei f in domeniul D sunt:

Jmin = =1 81 fmax = 1.

Sa se determine triunghiul de perimetru dat 2p, care printr-o rotatie
in jurul uneia din laturi, genereaza un corp de volum maxim.

Solutie

Daca notam cu z,y si z lungimile laturilor triunghiului, atunci
x>0, y>0, z>0six+y+2z=2p.

Conform formulei lui Heron, aria triunghiului este :

S=Vpp—2)(p—y) (- 2),
deci naltimea corespunzatoare bazei de lungime z este
LS _Vr—)p-y) (p—>2)
z z

Prin rotirea triunghiului in jurul laturii z se obtine un corp format
din doua conuri de raza r = h si fnaltimi z; §i zo cu proprietatea ca
21+ 20 = 2.

Volumul corpului de rotatie obtinut este



110

V:

3

wh2z

CAPITOLUL 18. EXERCITII REZOLVATE

pp—x)(p—y)(p—=2)

il
3

Se obtine astfel urmatoarea problema de extrem cu legaturi:

16.

Vi(x,y,2) =

Sa se afle valoarea maxima a functiei

T plp—x)(p—y)(p—2)

, cu legatura

3

r+y+z=2p,

Solutie

z

z>0,y>0,2>0

Consideram functia auxiliara

7p (p —

z)(p—y)(p—2)

F(z,y,2,A) =

Rezolvand sistemul

Ey +A(x4+y+2—2p)

OF ™ —y)(p—=2)
CAEN A=0
ox 3z +
oF _ _mp-o)p-2)
oy 3z
OF m* (p—) (p—y)
= \ =
0z 322 + 0
or-_ ty+z—2p=0
. 3 3 p T
obtinem z = 4,y— 1 z—2, A= T
In continuare avem:
PE_OPF _ o PF_2mp*(p—z)(p—vy)
ox2  oy2 7 022 323
PF wplp—=2) O°F wp*(p—y) *°F wp*(p—=x)
0xdy 3z 0x0z 322 ' Oydz 322
2
FieFl(.’L',y,Z):F xv?/v'%ﬁ
27mp

1
<2dz2 +dy + dzdz + dydz)
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17.

Diferentiind legatura « + y + z — 2p = 0 obtinem:
dx + dy + dz = 0 ¢i mai departe dz = —dx — dy.

Inlocuind in diferentiala de ordinul II rezulta ca:

3p 3
d’F, (f, Zp, g) = _%p (dm2 + dyQ) este negativ definita. Asadar
3p 3
punctul <f, Zp, g) este un punct de maxim conditionat. Triunghiul
3 3
cautat are dimensiunile laturilor: z = Zp’ Y= Zp’ z = g

O companie aeriana a impus ca pentru bagajul de mana suma dintre
lungime, latime si ndltime sd nu depageascd 1 m (se presupune cd
forma bagajului este rectangularda). Ce dimensiuni ar trebui si aiba
bagajul pentru a avea volumul maxim?

Solutie

Fie z,y, z lungimea, latimea si respectiv, inaltimea bagajului de mana,
x>0, y >0, z> 0. Restrictia din problema se scrie x +y + z = 1.
Functia ce trebuie maximizata este data de volumul paralelipipedului
V = xyz. Tinand cont de acestea, rezulta ca trebuie sa gasim maximul
functiei:

f(z,y) =zy(l —z —y) pe (0,00) x (0,00).

Determinam punctele stationare ale functiei rezolvand sistemul dat de
derivatele partiale ale functiei:

of

%:y(1—2m—y):0 =y =0 (nu convine)
s ) sau

9F -z —2p=0 v=y==

Oy 3

Singurul punct stationar este M (%, %)

Matricea Hessiana este:

—2y 1 -2z -2y
H(z,y) =
1—-2z—2y —2z
iar in M :
_2 _1
11 3 3
HM(faf) -
1 _2
3 3
- y >’f 1 : 2
Tindnd cont de faptul ca A = W|M =3 < 0¢ AC — B* =
x
2f 02 02 1
aTcJ; May‘};|M— <8x8fy|M> =3 > (, obtinem c& M(%,%) este punct
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de maxim iar maximul functiei este

11 1 ) )
Jmaz = f(g, g) — ~ 0,037 m3 = 37 dm?® = 37 litri.

97

In concluzie, bagajul are volumul maxim de 37,037 litri daca dimen-

1
siunile sale sunt x =y =2 = 3 ~ 0,33 m.

Dimensionati un acvariu cu volumul de 500 m3 pentru care si se con-
sume minimum de material.

Solutie Daca notam cu x si y dimensiunile bazei §i cu z inaltimea,
atunci suprafata acvariului este S = zy + 2zz + 2yz iar restrictia
problemei este dat# de volumul acvariului zyz = 500 m?>.

Substituind z din restrictie obtinem functia ce trebuie minimizata pe
(0,00) x (0, 00):

1000 1000

— +

f(:l;y)zxy—}— y

Punctele critice se determina din sistemul:

of _ 1000
3m_y 2
of _ 1000
oy ¥y

Scotand y din prima ecuatie si inlocuind in cea de-a doua, obtinem:

.73’3
1 _— =
x( 1000> 0

din care rezulta x = 0 sau x = 10. Singura valoare acceptabild este
x = 10, de unde avem y = 10. Deci singurul punct critic este M (10, 10).

Matricea Hessiana este:
2000

3
H(z,y) =
1 A0

iar in M :

Har(10,10) = ( f ; )

0°f : s OO (0N

punctul M (10,10) este punct de minim iar minimul functiei este

fmin = £(10,10) = 300.
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19.

500 __
10-10 — 5.

Asgadar acvariul trebuie construit cu baza de 10 m pe 10 m gi indltimea
de 5 m, caz in care suprafata minimi este de 300 m? si consumul de
material este minim, implicit costurile de realizare sunt minime.

Pentru x = 10 i y = 10 obtinem z =

Problema de mai sus poate fi formulata in situatia in care consumul
de materiale este limitat, metoda de rezolvare fiind diferita (metoda
multiplicatorilor lui Lagrange):

Sa se dimensioneze un acvariu paralelipipedic de volum maxim, gtiind
ca avem disponibili numai 48 m? de material disponibil.

Solutie. Dacd notam cu x si y dimensiunile bazei si cu z Inaltimea,
atunci dorim sa maximizam volumul acvariului V' = xyz, avand
restrictia data de suprafata de material folosit:

S = xy + 2xz 4 2yz = 48 m>.

Evident, x > 0, y > 0si z > 0.

Daca notam restrictia cu F(x,y, z) = 2y + 22z + 2yz — 48 = 0, atunci
functia de maximizat este

f(@,y,2) = zyz pe  (0,00) x (0,00) x (0, 00).
Consideram functia lui Lagrange:
L(z,y,2,\) = f(x,y,2) + A\F(x,y, 2) = zyz + Moy + 22z + 2yz — 48).

Determinam punctele stationare rezolvand sistemul

oL

2= 20
Ox
Vf(z,y,z) = AVE(z,y, 2)
—{ 0L _ 0
F(z,y,2) =0 dy
F(z,y,z) =0.
Obtinem
yz = Ay + 2z)
xz = Mz + 22)

xy = A2z 4 2y)
Yy + 2xz 4+ 2yz = 48

Eliminand A din primele doua ecuatii avem:

Yz xz
S 2 =212 = zz(y + 22) = yz(xz + 2z).




114

20.

CAPITOLUL 18. EXERCITII REZOLVATE

Urmeazé cd z = 0(nu convine) sau x = y.

Inlocuind in ecuatia a treia se obtine z = 0(nu convine ) sau x = 4\.
Din cea de-a doua ecuatie rezults 4\z = A(4\ + 2z) = 4% + 2)\z, de
unde z = 0 (nu convine) sau z = 2.

Asadar, x = y = 4\ si z = 2\ Impreuna cu ultima ecuatie conduc la:

1602 + 1672 + 1672 = 48.

Obtinem A = +1 gi in consecinta z = y = 4 gi z = 2, adica punctul
stationar este M (4,4, 2).

0’L

(dx)? + W(dy)2 + ——(dz)*+
Y

0’L 0’L 0’L

+2 920y dxdy + 28y8z dydz + Zazax

= 2(z — N)dady + 2(x — 2\)dydz + 2(y — 2\)dzdz.

0L

2
Ly =52

d*L=1)(4,4,2) = 2dzdy + 4dydz + 4dzdx
d*Lp——1)(4,4,2) = 6dady + 12dydz + 12dzdx
Diferentiind restrictiile avem:

(y + 22)dx + (2 + 22)dy + 2(x + y)dz = 0.

Pentru punctul stationar M (4, 4, 2) se obtine: 8dx+8dy+16dz = 0, de
unde dz = —dy—2dz. Atunci dQE(,\zl)(él, 4,2) = —2(dy+dz)?—6(dz)?,
respectiv d?L—_1)(4,4,2) = —6(dy + dz)* — 18(dz)*.

In consecintd, M (4,4,2) este punct de maxim, valoarea maxima a
functiei fiind
frnaz = f(4,4,2) = 32 m?.

Deci acvariul trebuie sa aiba baza patrata de latura 4 m si inaltimea
de 2 m, pentru avea volumul maxim de 32 m?>.

Presupunem ca temperatura unei placi de metal in fiecare punct al sau
este data de functia

T(z,y) =1+a* —y>

Sa se determine traiectoria unei particule de caldura, ce are originea
in punctul (—2,1).

Solutie.
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21.

Particula se misca in directia vectorului gradient
VT = 2xi — 2yj.
Vom determina curba
Cr(t) = z(t)i+y(t)j,

cu originea in punctul (=2, 1), cu proprietatea c& in fiecare punct ex-
ista vector tangent in directia VT. Pentru prima conditie trebuie sa
impunem ca

:B(O) = -2, y(O) =1,

iar pentru a doua
() =2x(t), ¥ (t) = —2y(t).
Prima ecuatie este echivalenta cu

/(1)
a(t)

Intrucat 2(0) = —2, deducem ci C' = —2. Deci,

=2=Inlz(t)| =2t +C1,Cy €R,= z(t) = Ce*,C € R.

z(t) = —2€%.
Analog se obtine
y(t) = e 2t
Eliminand ¢, deducem
Ty = —2.

In concluzie, particula se deplaseazi din punctul (=2,1) pe una din
ramurile hiperbolei de ecuatie xy = —2, in directia in care x descreste.

Sa se arate ca, dintre toate triunghiurile inscrise Intr-un cerc de raza
R, triunghiul echilateral are cel mai mare perimetru.

Solutie.

Fie AABC inscris intr-un cerc de raza R si notdm cu z, y, z unghiurile
la centru care subintind laturile BC,C A respectiv AB. Se gtie din
Teorema sinusurilor ca

BC CA AB

= = = 2 .
sinA sinB sinC R

Dar, sin A = sin &, sin B =sin ¥, sinC' = sin 3.

Din cele de mai sus deducem ca perimetrul AABC este dat de functia

f(%% Z) = ZR(SHIg + Sin% -+ sin %),



116 CAPITOLUL 18. EXERCITII REZOLVATE

cuconditiaz+y+z=mx >0,y >0,z >0.

Definim functia auxiliard (functia lui Lagrange):

F(:J:,y7z):2R(sing+sin%+sin§)+)\(x+y+z—7r).

Consideram sistemul

oF
ngcosg—i-/\:O
oF
a—y:Rcos%Jr)\:O
oF
aZRCOS§+)\:0
a—F*x+ + 2z =0
oY =
de unde obtinem relatia cos§ = cosy = cosj = —%, in ipoteza

x,y,z € (0,7].
Asadar, punctul stationar M are coordonatele r = y = 2z = % si este

corespunzator lui A = —Rcos § = —RT‘/g.

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei F' sunt

0’F R _ z O°F R .y O0°F R . z
— = 3 =—=5 ——sin

9 MMy g2 T T My

52 = 2y G
O’°F _ 0*F  0°F 0
0xdy  Oydz  0z0x

Fie functia Fi(z,y,2) = F(z,y, 2, —RT‘/g).

m™ T
5

dQFl( 7ai
33 3

) = —g sin %(de—deQ-f—dZQ) = —%(dIQ—deQ—FdZQ) <0.

asigura ca M(ﬂ

Deci, d*F, (%, L g) este forma péatratica negativ definita, ceea ce ne
T
303

, %) este punct de maxim conditionat.

In concluzie, triunghiul cu perimetru maxim inscris in cercul de raza
R are proprietatea

m(A) =m(B) =m(C) = 3,

adica este triunghi echilateral.
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22.

23.

Sa se determine extremele functiei f(z, vy, z) = 23 +y3+2% pe multimea
{(z,y,2) € R¥|2* +y* + 2% = 1}.

Solutie

Functia f este continua, iar multimea data este compacta, deci exista
cel putin dou& puncte de extrem (in care f isi atinge valorile extreme).
Fie F(x,y,2) = 23 + y3 + 23 + AM@? + y? + 22 — 1); rezulta sistemul
sistemul

%F=3$2+2/\x = 0
F
—=3+2\y = 0
2
—=32+2\ = 0

xéz+y2+2271 = 0

Sistemul format din primele trei ecuatii are solutiile xt =y = 2z = 0 si

r=y=z= —%)\. Prima solutie nu verifica ultima ecuatie; cea de a
doua, inlocuita in ultima ecuatie da A\; = @ si A = —@. Se obtin
solutiile 11 = y1 = 21 = ? Sl To =Yg = 290 = —@. Calculand valorile

functiei f in aceste puncte, rezulta valorile extreme ale lui f.

Fie a,b,c € R, a®? + b> + c? # 0; sa se determine valorile extreme ale
functiei
f:R*—= R, f(z,y,2) = ax + by + cz,

pe multimea D = {(x,y,2) € R® | 2% +y? + 22 =r?}.

Solutie

Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Fie g(z,y,2) =22 +y?> + 22 — 12 i F(x,9,2) = f(z,y,2) — A\g(z, 9, 2)
Multimea D este compacta. Deoarece f este continua, rezulta ca f
este 1si atinge marginile pe D. In concluzie, f are cel putin un punct de
minim global conditonat de g si un punct de maxim global conditionat

de g.
Sistemul OF
g— = a—2\x = 0
4
— = b—2\y = 0
ob
5 = c—2\z = 0
z
) N @ b oo
are solutiile A = iT’ (x,y,2) = IV A

Deoarece f are cel putin doua puncte de extrem globale pe D, de-
ducem ci valoarile extreme ale lui f sunt & r Va2 + b2 + 2.
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24. Fie matricea (simetrica de ordinul n),

A= (aij)i]‘, A5 = Qji, Vl,j S {1,2, ,n}
S& se determine valorile extreme ale functiei (formei pétratice)
n
f(.’l}l, 9, ,l’n) = Z aijxixj
4,j=1

pe sfera 22 + 23 + ...+ 22 = 1.
Solutie

Construim functia lui Lagrange
F(21, 29, ... 2n) = fla1, 2oy .o 2p) — Nzt + 23 + mi —-1).

Rezulta sistemul:

15) of

OF

— = 2 9z, =0

axﬁ Tn

15)

o= 1— (23 +a23+..+22)=0

Sistemul se scrie sub forma echivalenta :

(a11 — /\)561 + ajppxo + ... +appxr, = 0
a21T1 + (agg — )\).132 +..+amry, = 0

11 + anaxe + ... + (apn — Nzy, =
24zi+.+22 = 1

Evident, sistemul liniar (format din primele n ecuatii) are solutii nenule
daci gi numai daca X este valoare proprie a matricei A (valorile proprii
sunt reale deoarece A este matrice simetrica ). In acest caz, pentru a
calcula valorile extreme ale functiei f, se Inmulteste prima ecuatie de
mai sus cu x1, a doua cu z9, s.a.m.d., a n-a ecuatie cu x, si se aduna
membru cu membru cele n relatii obtinute; rezulta :

f(x1, @0, mp) = A2 + 23+ . +22) =0

In concluzie, pe sfera unitate are loc egalitatea f(x1,xa,...,zy) = A.
Rezulta ca valorile minima gi maxima ale functiei f sunt cea mai mica
si (respectiv) cea mai mare valoare proprie ale matricei A.
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18.7 Serii numerice

1. Sa se afle suma seriei

Zln( n+3)>

Solutie

" —1n 2 :n(n+1)(n+2)
" 1(1+n(n+3)> ! n(n+3)

Folosind proprietatile functiei logaritm deducem ca:

up=—Inn+Inn+1)+mn(n+2)—In(n+3)

Dand valori particulare lui n, rezulta:

up =-—-Inl+In2+1In3—1In4
uy =—-In2+In3+1In4—1Inb
ug3 =—In3+4+1In4+In5—1In6
Uy =—Ind+In5+1In6—-1In7

Up—3=—In(n—3)+In(n—2)+In(n—-1)—Inn
un_2=—ln(n—2)+1n(n—1)+lnn—ln(n+1)
un_l:—ln(n—1)+1nn—|—ln(n—|—1) In(n+2)
up, =-Inn+Inn+1)+In(n+2)—In(n+3)

1
Sy, =ultus+...+u,=In3+1n nt —1In3
n+3

Asadar seria este convergenta gi suma sa este In 3.

2. Sa se afle natura seriilor:
> T > T
a) E cos — ; b) g sin —
n2 n2
n=1 n=1

Solutie
™
a) Seria este divergenta pentru ca lim cos — =1 # 0.
n—o00 n

b) Este o serie cu termeni pozitivi i aplicdm criteriul IT de comparatie:

. sing
lim —" =7 € (0,00)
n—oo —
n2
e T
Cum seria Z — este convergentd, rezultd ca si seria ) sin — este
n=11 n=1 n

convergenta.
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3. Sa se afle natura seriei

Solutie

Este o serie cu termeni pozitivi si aplicam criteriul radacinii:

n 1
lim Yu, = lim M = -

n— 00 n—oo q + % a
1) v/ 1
(Am folosit faptul ca lim {/ny/n = lim (rtl)vntl =1.)
n—00 n—o0 n\/ﬁ

Daca a > 1 rezulta ca seria este convergenta.

Daca a < 1 seria este divergenta.

x©  nyn

Daca a = 1 seria devine )

Ll
lim L?n
oo (14 3)

care este divergenta deoarece

4. Fie f:[1,00) = R4 o functie descrescétoare i fie
0 =310~ [ fla)ds

k=1

a) Sa se arate ca sirul {a,} este descrescator si

0<a, < f(1), VneN"

b) S& se arate ca sirul

1 1 1

este convergent.

x 1
c) Sa se arate ca seria armonica generalizatd ) — este convergenta
n=1"

daca a > 1 gi divergenta daca o < 1.
Solutie

a) Deoarece [ este descrescatoare rezulta ca este local integrabild gi

k

f(k) < f(@)de < f(k—1)

k—1
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Dand valori particulare lui k, obtinem:

Pe de alta parte,

n+1

an+1—an:f(n+l)—/ f(z)dz <0,

n

de unde deducem ci sirul {a,} este descrescator.

1
b) Pentru cazul particular al functiei f (z) = —, =z € [1,000), sirul
x

devine:

R .
ap = B 3 n nn

Din a) deducem c& acest sir este descrescator gi marginit, deci conver-
gent. Limita sa se noteaza cu C (sau 7).

: 1,1 1 _

Asadar nh_)rréo(1+§+g+~~+5—lnn) =C.

Acest numar este irational gi este egal aproximativ cu 0,577 (C' = 0, 577).

Daca notaam cu ¢, = a,, — C, atunci ¢, > 0, lim ¢, = 0 si are loc
n—oo

formula

1 1 1
1+4-+-+---+—=mn+C+e¢y,
2 3 n

c¢) Din formula precedentd deducem ca
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. 1 1 1
lim (1+-4+=-+---4+—) =00,
n

n—00 2 3
x 1
deci seria armonicad Y — este divergenta.
n=1"

1 1
Daca o < 1, atunci — < — si din criteriul I de comparatie rezulta ca
n — n®

1
seria Z — este divergenta in acest caz.
n=1"

. . 1
F1ea>1§1f(x):$—a
" dx 1 1
12 a—-1 (a—1)po-1’
1 1 1 1 n 1
20 3o n® a—-1 (a—1)not

din a) rezulta ca

<1,
deci

11 1 1
14+ =+ — — <14+——, Vn
toatgmt ot Slt—, ¥n

Rezulta ca girul sumelor partiale este marginit, deci seria Z — este
n=1 ne
convergenta daca o > 1.

Sa se afle natura seriilor:

DY iei b Z G 9 L e

Solutie

Din criteriul integral al lui Cauchy rezulta ca aceste serii au aceeasi
natura cu integralele improprii

/"Oda: /°° dx /°° dx
1oz’ )y xz(lnz)®’ )3 xhz[n(lnz)]®

care sunt divergente pentru a <1 si convergente pentru o > 1:

a) Natura primei integrale este cunoscuté, fiind una din integralele
improprii test.

b) Dacid a # 1,

/zu(dsca _/Zu(lnx)_a (lnx)/dx: (lnw)_aH:

z (Inz) —a+1
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1 ( 1 1 >
S a—1\(In2)*"" (mw)* ')
In continuare avem:

v de 00 daca a <1
hm _— = 1 o
u—o0 [, x(Inz)® (@—1) (n2)™! dacad a > 1

Daca a = 1, atunci

/u dz =In(Inz)|y =In(lnu) —In(In2) = oo
o xlnz 2 '

o

Asadar, f na)® este convergenta dacad o > 1 si divergenta daca
5 ¢ (Inz)

a<1.

“ dx
Daca o =1 i | ————==In[ln(l 5
¢) Dacd « = 1, atunci { oz [n (0 2)] n{ln(lnz)]|;

u dr 1 1—al|¥
Daca 1, atunci = In (1 .
acia # 1, a unmg{xlmx[ln(lnx)]a " [In (Inz)] ;

ca integrala este divergenta pentru o < 1 gi convergenta pentru o > 1.

Rezulta

6. Sa se studieze natura seriilor

o0 1 oo oo
a arctg—— b n+2-2vn+1++vn) c¢ sinn
); S ),;)W vV V) >;

. : _ 1
Solutie. a) Termenul general se scrie sub forma u, = arctg oy oy =

n
1
arctg% — arctgn%_l, si atunci S, = Zuk = arctgl — arctgni, care

P +1

. ., T . . o .
este convergent gi are limita g deci seria este convergenta si are suma
m

1

n
b) In acest caz S, = Zuk =vn+2—+vn+1-—1, care este conver-

k=0
gent si are limita —1, deci seria este convergenta si are suma —1.

¢) Se arata ca u, = sinn - 0, deci seria este divergenta.

7. Sa se studieze natura seriilor
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e} o
Za +n_1) a>0 gn+a a> 0.

n=1
Solutie. a) AplicAnd criteriul raportului obtinem

. Un+1 . n—+1
lim —* — lim
n—00  Up, n—oo @+ Mn

=1

)

deci nu se poate decide natura seriei. Vom aplica criteriul lui Raabe-
Duhamel:

. U .
lim n( . 71) = lim
n—o0 Up+1 n—oo n+1
Daca a — 1 > 1, echivalent a > 2, seria este convergenta, iar daca
a —1 < 1, echivalent a < 2 seria este divergenta. Pentru a = 2 se
obtine seria armonica, o serie divergenta.

b) Aplicadm criteriul raportului: hm YU, = lim ( n )n =e <1,

n—oo \nta
deci seria este convergenta.

Folosind eventual seriile, sa se arate ca:

. k
a) lim 7% =0, unde k > 0,a > 1,
n—oo
n |

b) sirul cu termenul general x,, = Z cos—, este convergent.

2k’
k=1
Solutie. a) Aplicand criteriul raportului se arata ca seria Z—n este
a
n=1

convergenta. Din conditia necesara de convergenta va rezulta ca ter-
menul general are limita 0.

b) Folosind criteriul de comparatie cu inegalitati se arata ca seria
oo

n! Co y e
E 00527 este absolut convergenta, deci convergenta. Conform definitiei,
n=1
sirul sumelor partiale, adica (x,), este convergent.

Folosind faptul ca seria 1 + % + % + ...+ % + ... este convergenta si
are suma e sa se arate cd e ¢ R\ Q.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca e = , unde p,q €
N*,(p.q) = Lsifie Sy = 14§+ g+ by 70 = (n+1!+m+...
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Evident avem 0 < 1, < ﬁ(l + %+2 + m +..) = (nil), Zﬁ <
— de unde 0 <e—58, < =, (V)n > 1. Pentru n = g obtinem

0<e—8; < == q 7> de unde 0 < (e — Sg)q! < %, contradictie, deoarece
(e —Sy)g! € N™.

18.8 Integrale improprii

1. Sa se studieze convergenta urméatoarelor integrale improprii:

a) }idw; b)f1 d

0 esinz _ 1 0 m
Solutie
1
Fie g(z) = %,m € (0,1]. Observam ca 9101{% ]gfg)) = i{% esinfi_l -

1
. X o U
lim — = 1. Cum f — este convergenta, rezulta ca
2—0 ST cos 0 V&
1
z <
Ii .de este convergenta.
esulx — 1

b) Din inegalitatea e® > 1 + x deducem ca:
e’ —1—sinx >z —sinx > 0,Vz € (0,1].

1
Fie g (z) = 3T € (0,1] . Deoarece

f(z) . z? . 2z 2

lim 22 — A e .

ga:)_x\Oem—l—sina: N0 €T —cosT x\0e% +sinx

Ldx
si f .3 este divergenti, rezultd ci of

—_

—————— este divergenta.
e?* —1—sinx

2. Sa se studieze convergenta, si in caz afirmativ sa se calculeze urmatoarea
integrala:

o

/a: 2 +1)

1

Solutie
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Fie 1 < u < oo oarecare.

u

dz [ 1 z 1
(-t Vdr=Ina[' - n(2®+1
/x(x2—|—1) /<x $2+1>dx nzl| 2n(x+)
1 1

U

1

1 9 u? 41 uy/2
:lnufi[ln(u +1)71n2]:1nu71n 2 :IHTH.
u
. dx . uv/2
Jm [ oy = m i aes = V2 =
1
3. Sa se calculeze:
o0
/ rzlnz
1+ a:2
1
Solutie
Integrand prin parti obtinem:
u u

/ rdx . Inx
/ (1+22)° z(1+a2?)]

/ 1
/(@) =Tz, £ )=
J@)= " g@) =g
(1+a2) 2(1+42)
. o o . dz 1
Din exercitiul precedent deducem ci: lim [———— = =In2.

u—ooy x (22 +1) 2

Asadar, avem:

| zlnz d ’ Inu n 1l 5
w00 (1 + 22) v uLH&Q(1+ 2) T4 n
1 o0 1 1
Cum lim nu 0, rezultd c& [ LT = ZIn2
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4. Sa se calculeze:
* arctg x
o (1+22)
Solutie

Fie f : [a,b) — R continua si ¢ : [a, 8) — [a, ], o functie de clasa C*,
strict crescatoare cu proprietitile: ¢ («) = a si lim g (t) = b.
t/ B

. o - b .
Se stie ci dacd una din integralele [ f (x)dx, respectiv faﬁ fle @) -
@ (t)dt este convergentd atunci si cealalta este convergentd si are loc
egalitatea:

b 8 ,
/ f(m)dx=/ Fle ()¢ (1) dt.

Fiexz = ¢ (t) =tgt,t € [0,7/2).

[ g | N A———
o (1+22)% 0 (1+tg2t)*? cos?t 0

T cos?t
cos® t

/2 /2
:/ tcostdt = tsint|g/27/ sintdt = ~ — 1.
0 0 2

5. Sa se studieze convergenta absoluta a integralei:

0 .
S
/ 0L e, p > 0,
P

1

Solutie
< . Tdx y
Daca p > 1 atunci f s este convergenta.
1 ZL'

sinx
dx este conver-

Cum

| sin x|
P

1 o0
< —,Vz € [1,00), deducem ci [
P P 1

genta.

*sinx
Agadar [ —pdx este absolut convergenta si in particular convergenta
bz

daca p > 1.
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Daca p = 1 atunci avem:

kﬂ'l . | k7r| . | k—1 (l+1)7"| |
sinx sin x sin x
—d
[ [Be=3 [ 5
1 L T
k—1 (i+1)m
> sin z|dx =
; z+1 / | |
X
k-1 2 2 1 1 1
= —_— - - eee - a dk .
i;(i—i—l)w - (2+3+ +k>—>oocan — 00

ol
. %9|sinz . b
Rezultd c& [ !dx este divergenta.
1 :L'

si S
Dacid 0 < p < 1 atunci [sinz] > sinz| de unde deducem ca [ M

P T 1T
este divergenta daca 0 < p < 1.

Xsinz
Asadar f —pdm nu este absolut convergenta daca 0 < p < 1.
1 :,E

el . . L Psinzx .
Vom arata insa ca f —pdx este convergenta pentru 0 < p < 1.
z

sin x C

cosz
Intr-adevir, f —d

P+1

—|—cosl—p f

cosx‘ 1

. 1 <
Deoarece ‘ e peaE i if o dx este convergenta pentru p > 0,

x
——dx este absolut convergenta si deci convergenta.

rezulta ca
=

Mai departe avem:

u o
lim fsm dx =cosl—p- fcosxdx<oo daci p > 0.

u—00 Y xP

6. Folosind definitia sa se studieze natura integralelor si in caz de convergenta
sa se calculeze:

t L 1 21
a) / i xdx b) / ————dx c)/ dx.
o 1+a2 —xz+1 1 rlnz
tg ¢ 1
Solutie.  a) / f)dt = / alrj_g dt = 2arctg2 T gl
¢ 2
:L‘ILIIOlo F(x) = % deci integrala este convergenta si /0 Tj—gxf dr = %

1 1 1
b) F(z) = / F(t)dt = / S— / mdt:
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-1 . i Fla) 47
si lim r)=——7,
f f f V3 T em-oo 3v/3
‘ ¢ / 1 d 4
este convergenta si r = .
& Tt —r+1 33

c¢) Este o integrala improprie de al doilea tip, hm ) f(x) = 0o, unde
rz—1,x>

2z ..
—arctg— — —=arctg—— deci integrala

f (1,2 - R, f(z) = . In acest caz F(z /f
rlnz
/ —dt In(In2) —In(lnz) si cum lim F(x) = oo, rezultd ca
rz—1,x>1

1ritegrala este divergenta.

7. Sa se arate ca urmatoarele integrale sunt convergente si sa se calculeze:

o0 o0 1
—2x
a) /0' (& COS 3£Ud.’17 b) /O mdl‘

Solutie.
= [y f(t)dt = [J e cosBtdt = e 2% sin3z—F e cos 3z+
% si lim F(z) = %7 deci integrala este convergenta si
.T*}OO
fooo 2% cos 3xdr = % ) ) )
x
————dt = —arctgr — —— i
/ 1®) /0 1+ 2)? QMY T o 2 B
lim F(z) = =, deci integrala est tigi [ =T
im F(x) = —, deci integrala este convergent3 si ———dr = —.
el 47 g g 3 0 (1—|—l‘2)2 4

8. Folosind criteriile de convergenta sa se studieze natura integralelor:

> 1 L
o V2zT+3z+1 0o vV1—2z3
rotl 1
Solutie. a) lim z%f(x) = lim = —~=, pentru
T—00 T—00 ZIJ3 3/9 + + \/5

o= % > 1, deci integrala este convergenta.

b) lim (1-2)°f(z) = lim (1= 2)* .

z—1,x<1 z—1,x<1 1
(1 —2)3V1+x + 22

1
pentru o = 3 < 1, deci integrala este convergenta.

5l
w

18.9 Siruri si serii de functii. Serii de puteri

1. Sa se studieze convergenta simpla si uniforma a sirului de functii:

fn(x):\/xQ—F%,:reR.
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Solutie

n—oo

1
Deoarece lim /2?2 + — = Va? = |z|,Vz € R, rezulta ca sirul {f,},~,
\/ n >
converge simplu la functia f (x) = |z|, pe R.

Pe de alta parte observam ca:

[ () = f(2)] =

Rezulta ca:

M = sup | () — £ ()] < —= = 0.

z€R \f

Asadar, lim m, = 0, deci {f,},~; converge uniform pe R la functia
n—oo -

Sa se studieze convergenta simpla si uniforma a girului de functii:

fo(x)=2"(1-2"),z€0,1].
Solutie
Daca z € [0,1) atunci lim 2™ = 0 gi deci lim f, (z) = 0.
n—oo n—00
Daca z = 1 atunci f, (1) = 0,Vn.

Rezulta ca {f,},~, converge simplu pe [0, 1] la functia f, unde

f(xz) =0,V €0,1].

Pe de alta parte avem:

!

f,, (x) = naz" 1 (1 — 22") i, mai departe,

1
x 0 \"/§ 1
I () + 0 —
fal@) |0 . i N 0
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1
Rezulta cd my, = sup |fn(z)— f(x)]| = sup fn(z)=-,Vn.
z€[0,1] z€[0,1] 4
1
Cum lim m, = — # 0, rezulta ca {f,},~; nu converge uniform pe
n—00 4 >

[0,1] la functia f = 0.

3. Sa se studieze convergenta uniforma a urmatoarei serii de functii;

Solutie

1

T

Observam ci |———=
1+ ndz2

o0
Cum seria ) 22 este convergenta, din criteriul lui Weierstrass rezulta
n

n=1
cad >

T nin? este uniform convergenta pe R.
n=1 n-x

4. Sa se afle raza de convergentsd, multimea de convergenta si suma
urmatoarei serii de puteri:

S ( 1)” x3n+1

Z 3n+1
n=0

Solutie
-1H" 3 4
n _ Y si R = lim lan] _ im ntt_ 1. Rezulta ca seria
3+l n—00 |apy1|  n—oo 3n + 1
este absolut convergenta pentru |z| < 1 i divergenta pentru |z| > 1.
X (=" :
Pentru = 1 obtinem seria numerica Z 11 care este o serie
=0
alternata, convergenta conform Criteriulul lui Leibniz.
00 (_1)4n+1
Pentru x = —1, obtinem seria E Sl Z care este
=0

n+1
divergenta. Rezulta ca multlmea de convergenta este =(-1,1].

Fie functia
© (_1>n p3nt+l

f@):ZW, e (-1,1].
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Folosind proprietatea de derivare termen cu termen deducem ca:
o0
!

= 3n _ 3. .6 _
/ (33)—”20(—1)”96”—1—:6 +x B a3

10= | via = | wran ey

Pentru calculul integralei descompunem functia de sub integrald in
fractii simple:

Vz € (—1,1), deci

1 A . Bx+C
A+2)1-—2+22) 1+2 1-—x+22

m+Bm¥+(A+B+Cm+A+C
a (1+2) (1 -z +2?)

Identificand coeficientii obtinem sistemul:

A+B=0
—-A+B+C=0
A+C=1
1 1 2
dmite solutia A= -, B=—-,C = —.
care admite solutia 3 3,0 3

In continuare avem:

dz 1 1 x—2
=—In(1 —— | ————dx =
/(1+x)(1—x+x2) 3n( +2) 3/x2—x+1 v

1 1 [22—-1-3 1 1 9
1 dx 1. (14x)? 1 2w — 1
s et arct C.
+2/ 1\? 3 6lzﬂ—x+l+vﬁwcg\§ *
R
2 4
1. (1+2)? 2z — 1
Agadar, f (z) = i pa——— + ﬁarctg 7 +C,x e (-1,1)
7r
Cum f(0) =0, deducem ca C = ——.
£ 0) =
. . ) > (=1)" ¢
In particular avem: lim f () = > , de unde rezulta ca
z /1 n=0 In+1
> )" T 1 T
}: m2+ ~ln2+

6\ff3 3v3’
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5. Sa se gaseasca raza de convergenta, multimea de convergenta si suma
urmatoarei serii de puteri:

o

g nZa™ L,
n=1

Solutie
. . an| . n?
Avem a, = n? i R = lim = lim ——— = 1. Pentru
n—xm|an+1| ”‘”@(n—%l)
x = %1 seria este divergenta pentru ca termenul general nu converge
la 0.

Rezulta cd multimea de convergenta este A = (—1,1). Fie
o0
f(x)= Zan"_l, z e (—-1,1).
n=1
Folosind proprietatea de integrare termen cu termen a seriilor de puteri

obtinem:

xT

/f(t)dt = an” :xannfl,Vx €(-1,1).
n=1 n=1

0
o
Fie g (z) = > na" 1z € (—1,1).
n=1
Printr-o noua integrare obtinem:

x

/g(t)dt:Zx":m—i—xQ—i—...:%N’xe(—1,1).

0 n=1

Derivand aceasta relatie obtinem:

r) = — si mai departe avem:
9 (@) a2’ P
i x
/f(t) dt = ——— Vo € (—1,1).
(1-=x)
0
Derivand inca o data obtinem:
1
flo)=—2 vae(-1,1).

(1 -
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1
6. Fie f, : Ry — R, fu(z) = Earctg a™. S& se arate cd (f,) converge

uniform iar (f},) converge neuniform.
Solugie. a) Cum |f,(z)| < %, (V)z € Ry si RN 0, rezultd ca

- 2n
fn—0.

~1
] / —_— N xn —_— . —_—
b) nh_{gofn(x) - nh—>nc}o 1+$2n _g(x)v unde g : R+ - R7g(x) - 07
pentru x # 1 si g(1) = %, care nu este continua, deci (f},) converge

neuniform.

Sa se studieze convergenta simpla gi uniforma a urmatoarelor siruri de

functii pe intervalele indicate:
cosnx

D) fola) = o € 0.00) B)fule) = s e R
c) fnlx) = xf_n,x €[0,00) d) folz)= Zkaﬁk,x € (-1,1).
k=1

Solutie. a) li_>m fn(x) = g(x), unde g : [0, o_o) — R,g(x) = 1, pentru

x €[0,1),9(1) = % si g(x) = 0 pentru z > 1. Rezulta ca f, > g, dar
neuniform, cum g nu este continua.

b) |fu(z)] < n%H — 0, deci (fy) converge simplu si uniform catre
g =0, pe R.

¢) lim fo(z) = 0,z > 0, deci f, >0 pe [0,00).
n—o0
Cum m,, = sup | fn(x)| = 1, rezulta ca sirul nu este uniform convergent.
xzel

18.10 Serii Fourier

Sa se dezvolte in serii Fourier functiile:

1.

f(x) =z, pe (=m,7)

Solutie. Intrucat functia f e impara avem:

ap = 0, k > 0,
k
iar by = %foﬂxsin kxdx = 2(_119) +1,k > 0 (am integrat prin parti,
tinand cont ca sinkm = 0 si coskm = (—1)¥)
© (_1)k+1
Prin urmare,vVz € R avem x =2 ————
in u T vem x ; ?

sin kx

+ ...

U=
~i=

Pentru z = § se obtine 7 =1 — % +

. f(x) = 7% — 22, pe (—m,m)
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Solutie. Deoarece functia e para by = 0,k > 0

2 [T 4
ak:f/ (2 — 2?) cos kxdxr =
T Jo

(am integrat prin parti)

oo
-1 k—1
Atunci 72 — 22 = % + 42% cos kx
k=1

Sunt indeplinite conditiile Teoremei 10.3, deci dezvoltarea e valabila
pentru = € [—, 7]

Pentru x = 7 se obtine Z? = 3
k=1

[ az, dacdz € (—m,0)
fla) = { bx, daca x € [0,7)

Solutie. ag = %ffﬁ f(z)dx = 5(b—a)

3 e

ay = % ffﬂ f(x) cosnadx = (fi]ﬂ ax cosnxdr + fow bx cos n:z:dx)

by =2 [T f(z)sinnzde = 1 (f?ﬂ azsinnzdr + 1 [ axsin na:dac)

™

Calculand prin parti urmatoarele doua integrale obtinem
1

ox sinnz + # cosne + ¢y

1
n

f T cosnrdr =
fxsinnxdx = —=xcosnx + 7712 sinnx + co
unde c1, co sunt constante de integrare.
Avem

0 1 T 1
/Wtcosktdt = ﬁ[l - (—1)k],/0 t cos ktdt = _ﬁ[l — (=1)"]

0 _1\k 0 _1\k
/ tsin ktdt = —7'('(1),/ tsin ktdt = —F(il)
k 0 k

a—b 1— (=1
T k2

(1!
k

ap = ,bk:(a—i—b)

Se observa ca avem

2(a —b) 1
aAopn—1 = . a
2n—1 p (2’[7, — 1)2a 2n

=0,n=123,...
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Seria Fourier a functiei f(¢) este

) ==t 2D IS ey (-

n=1

Observatia 18.1. Din aceasta dezvoltare putem calcula suma seriei
numerice ————— care este convergenta. Intr-adevar, functia f(t
D 72 g , functia f(t)

este continua in punctul ¢ = 0 si, cf. Teoremei 4.3, suma seriei Fourier

in punctul ¢ = 0 este egala cu f(0). Avem astfel
o0 2

Oy _ab 2N L 1 __~
0= f(0) T+ ;Qn_mz,eun e;(2n_1)2 3

0, te[ m,
fy=9 t+3  te[-5.0]
—t+%, tel0,3]

Solutie. Functia f este para, deci b, = 0,Vn > 1

=2 [ fde = L[JF (—t+ ) e+ [Tode] = 2 (-5 +3¢) /g =

Il
ISP

T
1—cosk3

=2 [fog (—t+%)cosktdt—}—ngcosktdt} =2.

2 —cosny
Seria Fourier a functiei date este f(t) = § + Z cosnt

f(l‘) = eamv a 7& 0, pe (_77777)

Solutie. ag = + ff e®dxr = lshaﬂ'

% ST e cosnxdr = (—1)”71r aﬁfrﬂ -sham (am integrat prin parti)
b, = %f “sinnrdr = (—1)"~ 1% . a22fn2 - shaw(am integrat prin
parti)
oo
Atunci e = = - shan % + Z o (acosnx — nsinnz)
n—

f(x) = |z, pe [-, 7]

Solutie. f este para, deci b, =0,Vn > 1

ag = %fowxdx =T

ap = %foﬂ:(;cos naxdr = #[(—1)” — 1](am integrat prin parti)
1x=cos(2n — 1)z

;nzl (2n —1)2

Deci |z| = § —



18.10. SERII FOURIER 137

7. f(z) = |sinz|, pe (—m, 7]
Solutie. f este para, deci b, =0,Yn > 1

2 [T _ 4
Avem ag = 2 [ sinzdr = 2

2 [T 1

an = f/ sin z cos nxdr = f/ [sin(n + 1)z + sin(1 — n)z]dz =
™ Jo ™

G Vi G Dt § BT G Dok o B

o n+1 n—1 S 1—-n2 1l —4n?

pentru n = par

_— cos 2nx
Atunci |sinz| = 2 + 2 g T2
n

™

fz) = cosz, daca —T<zr<-—p,p<zc<T
| cosyp, dacd —p <z <

Solutie. f este para, deci b, =0,Yn > 1

2 (7 2 (¥
=— / f(x) cosnxdx = — / cos ¢ cos nzdr+
T Jo T Jo

2 [T 2 i
+f/ cosxcosnxdx:fw—

7 Jo, T n
2 [sin(n +1)¢  sin(n — 1)90] _
T | 2(n+1) 2(n—1)
1 {sm(n + 1 sin(n — 1)@}
7| nn+1) n(n —1)

Expresia e nedeterminata pentrun =0 gi n = 1.

Avem ag = 2 [ cospdx + 2 f;r coszdr = 2[pcos p — sin ¢

® 2 [T,
a; = — cos ¢ - cosxdx + — cos” xdx =
™ Jo s ®

1. 1 .
T — @) — —sin2p] = ;[ﬂ—g@—%smgo-coscp]

2. 1
= —[sinp-cosp + =
m 4

5(

1 1 .
f(z) = =(pcosp —siny) + —(m — ¢ +sinp - cos ) cos z+
T T
1 X [sin(n+ 1) _sin(n — 1)y
+ﬂ'z[ n(n+1) n(n—1) cos e

n=2
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S& se dezvolte in serie de sinusuri functia f(x) = % definita in inter-
valul (0,1).

Solutie. Prelungim functia f impar fata de origine
1, dacalO<ax<l

f(x)=< 0, dacaz=0
—1, daca —Il<x<0

Calculam coeficientii Fourier ai acestei functii periodice impare definite
pe intervalul (-1,1):
an =0,Yn >0

L 4 1 <
by, = g/ 1~sin7nﬁxdx:z.ﬂ: 7 Intl dac?n_2k+1
L Jo l T n 0, daca n = 2k

Atunci f(z) = %Z
n=0

™

l

o1 sin(2n + 1)

Sa se dezvolte in serie de cosinusuri functia

(x) sinz +cosz, dacd 0 <z <73
x) = . <
sinz —cosz, daca § <z <7

Solutie. Observam ca

fi(x) =sinx + cosx = V2sin (m+ %)

fao(z) = sinz — cosx = V2sin (x - Z)

31 — ™
Deci f1(x) = f2 (x + 5)
De aceea dezvoltarea in serie de cosinusuri a functiei f coincide cu
dezvoltarea in serie de cosinusuri a functiei f; definitd pe intervalul

(0, %)
Prelungim functia f; par fata de origine si obtinem coeficientii Fourier:
b, =0,Vn>1

ag = 27*/5 Jo? sin(z + T)de = 2

(_1)n+1
—4n2

ap = % Jo? sin(z + §) cos 2nadz = %

'y, dacin =2k
dacan =2k +1

o0
. cosdnz
Atunci f(r) =2+ 2) s
n=1
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11. S& se dezvolte functia f(x) = cosax dupd sinusuri in intervalul [0, 7],
a # 0.
Solutie. Se prelungeste prin imparitate in intervalul (—,0).
Avem b, = % o cos az sinnzdx = % Jo Isin(a + n)x + sin(n — a)z]dx

Pentru |a| = n = b, = 0.Pentru |a| # n = b, = 27 : nZia2.
1= (=1)"cos an|

Daca |a| nu e natural, atunci bo,_1 = %(1 + cosar) si

bor = ﬁ(l —cosar), k € IN astfel ca
oo

2k -1
2 .
cosaxr = =(1 + cosam) g oy g Sin(2k — 1)z +
— (2k—1)2—a
2 .
+=(1 — cosam) E 2 g2 Sin 2kzx
k=1
Daca a = 2m, atunci bop_1 = 7ﬂ[(23(_21k);im2] ,bor, = 0 i
2k —1

4 .

cos 2mx = ; 1—2k: T sin(2k — 1)z, x € [0, 7

Daca a = 2m — 1, atunci bop_1 = 0, b9y, = ng_lm si

cos(2m — 1)z = 8X:Wsm 2kz,x € [0, 7]

12. S& se dezvolte in serie Fourier f(x) =10 — z in (5, 15).
Solutie. ag = % 515(10 —z)dx =0

1 15 1
a, = 5/5 (10 — ) cos ?dx: %(10—10) sinLgx Iy
15
P in——dz =0
nm Js
1 (15
1 15 1
- = cos 2L g = (1) 0
nr Js 5 nmw
Atunci f(z) = IOZ — sln @

n>1
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13. Sa se demonstreze formula:

T—T sinnx
5 => ——, ¥ € (0,2m).
n>1

Solutie. Fie f(x) = ™5, x € [0,2), prelungita prin periodicitate la
R; calculam coeficientii Fourier:

1/27T7T—13 1 x?
ag = — de = — | mx — —
T Jo 2 27 2

1 [ r—x
ayp = — cosnxdr =
™ 0 2

27 1 2
- — sinnrdr =0,Vn > 1.
0 2nm Jo

1 2T
bn:,/ il xsinnxdx:
™ 0 2

_ (m—x)sinnx

2nm

_ —(m—=x)cosnx 2 1 nm

1
cosnrdr =—,Vn > 1.
2nm n

0 2nm Jo

Aplicand teorema lui Dirichlet, rezulta :

T—T sinnx
5 => —, ¥z € (0,2).
n>1

In punctele x = 0 si * = 27 functia f nu este continua ; in aceste
puncte seria trigonometrica asociata ei are suma 0.

14. Sa se demonstreze egalitatea:

sin2nxr w «x
Z on —Z_§,V.’L'€(O,7T)
n>1

Solutie. Din formula:

T—T sinnx
5 => — ¥z € (0,2n),
n>1

demonstrata in exercitiul precedent, inlocuind pe x cu 2z, rezulta iden-
titatea:

T — 2% _Zsin2nx

5 ,Vx e (0,m).

n>1

Impartind acum cu 2, rezulta egalitatea ceruta.
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15. Sa se demonstreze identitatile:

in(2n — 1
27&“(” )x:Z,VxE(O,ﬂ)

2n—1
n>1
sin(2n — 1)z i
Z W = _17 Vx € (-7?',0).
n>1

Sa se calculeze apoi suma seriei:

1 1+1 1+1
5 7 11 13

Solutie. Pentru prima identitate se scad membru cu membru cele
doua egalitati demonstrate in exercitiile precedente; a doua identitate
rezultd din prima si din imparitatea functiei sinus. Pentru a calcula

suma seriei numerice date, se ia z = § in prima egalitate gi obtinem:

(2n— 1)7r
™ ZSIH
2n—1 "~
n>1
de unde rezultd : 1—7 7 11-1—%_,,,:%\/3.

16. ( Fenomenul Gibbs) In jurul unui punct de discontinuitate al unei
functii date, seria Fourier asociatd ei converge doar punctual (nu
neaparat uniform). Acest fapt conduce la un defect de convergenti
(aparent paradox) al girului sumelor partiale asociat seriei trigono-
metrice date, numit fenomenul Gibbs. Dam in continuare un exemplu
in acest sens.

Consideram restrictia functiei signum la intervalul (—m, ),

-1, z€(-m0)
sgn: (—m,7m) — R, sgn(z) = 0, z=0
1, ze(0,nm)

In exercitiul anterior s-a demonstrat egalitatea:

4 sin(2n - 1).’1}
n(a)=-Y» ————= Vae(-mm).
56 (33) (0 1 2n—1 v ( )

Notam cu S, sirul sumelor partiale:

4 - sin(2k — 1)z
Sp(x) = 72 %, Ve (—mm).
k=1

In punctul z = 0 functia sgn nu este continua ; seria sa Fourier con-
verge (conform teoremei lui Dirichlet) la 3 (—1 + 1) = 0 = sgn(0);
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convergenta lim S,(x) = sgn(x), Va € (—m,m) este punctuald, nu si
n—oo

uniforma.

a. Sa se demonstreze egalitatea:

2 [*sin2
Sp(x) = —/ SH? nt dt,Vz € (—m,m).
T Jo sint

b. Sa se arate ca functia S, are un maxim in punctul x = - si:

2 [T sint
lim S, (1) =—/ Sl? dt ~ 1,1789.
0

n—00 2n T

c. Sa se calculeze

lim
n—oo

7r
Sh (%) — sgn(O—l—)‘ .
Solutie. a. Calculam mai Intai suma
A=cosx+cos3x+..+cos(2n — 1)z, Vo # km, k € Z.

Pentru aceasta, consideram si suma B = sin x+sin 3z+...+sin(2n—1)z
si calculam:

A+iB =
= (cos z+i sin x)+(cos 3x+isin 3x)+...+(cos(2n—1)z+isin(2n—1)z) =
2n _
_ 2% 17
22 -1

unde am notat z = cosz + isinz. Dupa calcule, rezulta :

A+iB= 51f1n:v (cosnx + isinnx),
x
si deci:
in 2
cosx + cos 3x + ... + cos(2n — 1)z = sm. nmv Vo #km, ke Z.
2sinw

Integrand de la 0 la z, rezulta :

n

Z sin(2k — 1)z /I sin 2nt it
—  2k-1 —Jo 2sint

sau, iInmultind cu %:

2 [*sin2
Sp(x) = /0 sin 2nt dt,Vz € (—m,m).

s sint
b. Din cele demonstrate la punctul precedent rezulta ca

B 2sin 2nx

Sp(x) =

wsinx
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si deci 5 este punct critic al lui Sy; intr-o vecinatate a lui 5 avem:

2sin2nx T
Sl(r)="——"">0,2< —,
n(@) msinz * 2n
2sin2nx T
Sl(r)="—"—<0,2>—.
n(@) msinz . 2n

Rezultd ca x = 5 este punct de maxim al functiei S,.
Calculam acum:

™ 2 [2n sin2nt 2 (T sinu du 1 [T sinu
2n ™ Jo sint T Jo sin (%) 2n  n Jy sin (ﬂ)

2n
. T 2 [Tsinu
lim S, <—> = — du.
n—o0 2n ™ Jo (%
Ultima integraa se aproximeaza dezvoltand functia sinus in serie de
puteri:

Rezulta :

Tsinu [T (D)™ 4,9 B
/0 " du/o Z(Zn—l)!x du =

n>1

™ _ (_1)n7r2n—1
0 ngl (2n—1)!(2n — 1)’

_ (_1)71 n—1
=2 (2n—1)1(2n — 1)952

n>1

Seria fiind alternata, eroarea este mai mica decat primul termen negli-
jat. Cu o eroare mai mica decat 1073, se obtine

lim S, ( T ) ~1,1789.
2n

n—oQ

c. Rezulta : lim
n—oo

T
S, (%) _ Sgn(O—i-)’ ~ 0, 1789.
17. S& se dezvolte in serie Fourier functia f(z) = m pe RR.
Solutie. f e para, deci by =0,k >0
2 /7T dx 2
ao = — _— = ——
mJo 24cosx /3
(s-a facut schimbarea de variabila tg § = t)

Fie f(z) = 9 + Zan cosnz (1)

n=1
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Inmultim ambii membri ai egalitatii (1) cu 2(2 + cosz) si obtinem:

oo o0
2= 2a0+aocosx+42ancosnx+Z2ancosxcosnx -

oo
== 2= 2a0+a0cosx+42ancosnx+

n=1

+ Z apcos(n + 1)z + cos(n — 1)z]

n=1

Functia g(x) = 2 poate fi considerati ca o functie pard, deci dezvolta-
bila in serie Fourier de cosinusuri pe toata axa reald. Tinand seama
de egalitatea a doua serii Fourier obtinem:

2 =2a9+ a1

0=ag+4a; + as

0=4dap +ags1 +ag—1
(k=1,2,...)

Sirul aj este un gir ce verifica relatia de recurenta lineara

ar = —4ag_1 — ag_2

2 2v/3 siar =2 —2a9 = 76_3\/5

Cua():%:—g

Ecuatia caracteristica atasati este r2 4 47 + 1 = 0 cu solutiile

r=-24+v3rp=-2-V3

Atunci ap = ¢1(—2 — V3)F + co(—2 + V/3)F, constantele c1,cy deter-
minandu-se din ag si a;. Deci obtinem sistemul:

23

c1+c2 = 3

6—4V3

c1(=2 = V3) + ca(=2+ V3) 3

Asadar, ¢ =0 gi cp =
ay va fi de forma ay = 2‘/5(\/3 —2)k

3
Deci f(x) = ‘ég + % : Z(\/g— 2)" cos nx
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18. S4 se dezvolte in serie Fourier functia f(z) = In(2 4 cos ).

Solutie. Prin derivare obtinem

o) = — sin x

2+ cosx

Cum f’ este o functie impari, ea este dezvoltabild in serie Fourier de
sinusuri, adica

sau

oo oo
1
—sinz = g 2by, sinnx + 5 g bplsin(n + 1)z + sin(n — 1)z]

n=1 n=1

Tinand seama de egalitatea a doua serii Fourier obtinem

1
—1=2b; + 552

1 1
0 = 2by, + *bk—l + *bk—&-l(*)

2 y .
Dar by = —= [ QSJ:O:I -2 > mdt(am facut schim-
barea t = tg 2)

Descompunem in fractii simple si obtinem:

b — 16 _3/°odt+3/°°dt_1/°°dt _
YCor 4y 24374, 142 2, 1+

16 3 7 37 1m
= (_4m+42_24> =2(V3-2)

Atunci by = —2 — 4b; = 2(7 — 4v/3)
Ecuatia caracteristica a girului (*) este:
P +4t+1=0

cu ridécinile t = =2 — V3, ty = -2+ V3
Deci
b, = c1(—2 — \/g)k_l +co(—2+ \/g)k_l

c1 i co determinandu-se din sistemul

2(\/5*2):Cl+c2



146

19.

20.

CAPITOLUL 18. EXERCITII REZOLVATE

2(7 - 4V3) = —2(c1 + c2) — V3(e1 + c2)
Solutiile sistemului sunt ¢; = 0,co = V3-2
Deci by = 2(v/3 — 2)F

Atunci avem

o0
sin x .
E 2 "sinnx
" 24 cosz + cosx —

Integrand intre O si  obtinem:

In(2+cosz) —In3 = Z (\fn 2" iQ\f 2" cos nx

n=1 n=1

Darz —In(3 — \f)
= 2\/ 2
Z )"

n=1

Atunci In(2 4 cosz) =In3 — In(3 — COS NT.

Sa se calculeze:

n .
sinx
lim n2 —dx
n—00 0 n3 =+ x3

Solutie. Facem schimbarea de variabila x = nt in integrala

by = n? [;' 3L dy 5 obtinem b, = [; St at

Functia f(t) = 5 Jitg e continud pe [0,1] i by, fiind coeficientul ei Fourier
si seria Fourier fiind convergenta, rezulta b, — 0, cand n — oo

Fie 0 < u < 1si f: R — R 27-periodicd astfel incat Va € [—m, 7],
f(x) = cos(ux).

a) Calculati coeficientii Fourier ai lui f;

b) Calculati g(u) = ZL

w2 — n2

c) Vt € [0, 1], calculati I(t fo
Solutie. a) f este func‘gle para deci bn =0,Vn>1

an = 2 [ cos(nx) cos(uz)du =  [cos(n + u)z + cos(n — u)z]du =
_ 1 (sin(n+u)7r . sin(u—n)n) _ (—1)nH1 2

T n+u n—u T T pE_gz SILTU

Deoarece f e continua, de clasa C!, atunci seria sa Fourier converge

uniform pe IR si are suma f. Deci pentru x € [—7, 7],
n+1 2u
sm 7Tu .
cos(uzx) = + E . 5 - sin7u - cos(nx)
n>1
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: ~ 2 o : __ sinmu 1
b) Inlocuim z cu 7 in formula gi obtinem cos(ru) = S4I — .
2u ) sintu  g(u)sinmu ,
E —— rsinmu = + / isinmu = ctgmu =
—n®—u v T
n=z

_ 1 g — 1
=+ 5L = g(u) =7 ctgmu —

¢) g e continud pe (0,1) si se prelungeste prin continuitate in 0 prin
9(0) =0

t
1
Daca « € (0,t) putem scrie fgg(u)du = lim / - ctg Ty — ) du =
a—0 J, U
- :
= lim [ln(smﬂu) Inu)/t, = lim In <Smtﬂ- ) —1In <sm Tra) =

a—0 a—0 «
=1In (51117rt) h,lﬂ__ln(smﬂt) :>f0 du_ln(smﬂ't)

21. Fie f si F doud functii de patrat integrabile definite pe [—m, 7] si
oo
do .
= 5 Eﬁ ap, cosnx + by, sinnx)

_ 4

o0
5 +ZA cosnz + By, sinnx)

n=1

seriile Fourier atagate lor. Sa se arate ca

- 2 ot

Solutie. Seriile Fourier atasate functiilor f + F' si f — F sunt

f(z)+ F(x) = aO+AO +Z [(an + Ap) cosnx + (by, + By,) sin nx]
n=1
flx) — F(x) = U AO + Z ) cosnz + (b, — By,) sin nz]

Deoarece f i F' sunt functii de patrat integrabile, atunci si f + F si
f — F sunt functii de patrat integrabile.

Egalitatea lui Parseval ne conduce la:

L P () + P Pde = 59 4 S+ A, + (b + B

n=1

L™ [f(x) — Fa)Pde = Lozt +Z + (bn — Bn)?)

Scazand cele doua egalitati ob‘gmem:
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4 [T aA >
— | J@F(@)de =4 =2+ (anAn + b By)
TS —w n=1

1 & CLQAO >

= F — WA, + b, B
= _ﬂf(:r) (z)dx +n;a +b,By)

Sa se demonstreze egalitatea:

2n— 1 )k:—i—l

-1
secx—fln 1—|—f SZ llnl—l—\f —1—22 ST

-cos4nz , pentru x € [ g, z].

sin(2k + 1)%

Solutie. Functia f(x) = secx verificd pe intervalul [—%, %] conditiile

Teoremei 10.3. Deoarece f este para avem:

ap =2 fo secadr = 3 [} dt=SIn(1+VI+12)/§ =
= %ln( +v?2)

Pentru calculul lui a,, folosim identitatea

osAnt — 9 cos(4n — 1)x — 2cos(4n — 3)x + W

De unde integrand obtinem

a, = 18 [4n£1 sin(4n — 1)§ — ﬁ sin(4n — 3)%} + an—1

™

De aici deducem

ap —ap_1 = 8 {41& -sin(4k — 1)% — 2L sin(4k — 3)%]

s
Insumand obtinem

2n— 1 1)k+1
162 2k: s1n2k—|—1)4—|—a0

Asadar, dezvoltarea in serie Fourier pe intervalul [—%, ﬂ a functiei f
este

secx = fln 1+\f Z

-cos4nx

2n— 1 e

In(1 4 v2) +QZ 1 sm(2k‘—|—1)%

oo
S& se arate ca dacd f(x) este suma seriei Z(—l)
n=2
verifica ecuatia diferentiala f”(z) + f(z) = —sinz si sa se giseascd
apoi suma.

sin nx .
"——, atunci f
ns—1
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Solutie. Fie f(x) = % + Z ap, cosnx + by sinnx), atunci
=35+ Z (nby, + (—1)"¢c) cosnz — na, sinnz], unde
n=1
¢ = L[f(m) - f(~m)] = lim [<f1>"+1nbn1

. n?
In cazul nostru ¢ = lim (— 5 ) =-1
n—00 n<—1

Obtinem f'(z) = —3 + cosx + Z n 05N

Facand un rationament analog obt;mem

o0 .
nsimnx
" — _qj _ _1 n
) = =sine = 3 (1"

si se verifica astfel relatia din ipoteza.

Pentru calculul sumei observam ca solutia generala a ecuatiei este
f(x) = c1cosw + capsinw 4 F5E

Pentru a calcula ¢; facem z = 0 gi avem f(0) = ¢1, dar f(0) = 0, deci
Cc1 = 0

Derivand f si tinand seama de dezvoltarea sa in serie obtinem

n COSNT
czcosx+%—”‘”* +Cosa:+z na
F 0 §i obti i( L
acem x = 0 si obtinem cp = — ==

? P S R

Deci f(x) = Sz 4 zeose,

18.11 Functii definite prin integrale

1. Sa se calculeze:

2

lim [ x?coszydz,y € R.
y—0
0

Solutie

Daca notam cu f (z,y) = 22 coszy,x € [0,1],y € R, si cu
2

F(y) = [ f(z,y)dz,y € R, atunci din teorema de continuitate de-
0
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ducem ca F este continua pe R. Rezulta ca:

2
8
. o o 2 _9
;g%F(y)_F(O)—/x dﬁc—g.
0

b

y
. Fie f € C! (Rz) si Fy)=) fx+y,z—y)de,y € Rya,b € R,a#b.

ay
S& se calculeze F' (y).

Solutie

Din teorema de derivare a lui Leibniz rezulta:

by

, ) B

F (y)—/{af;(w+y,xy)5§(w+y7wy) dr+
ay

+b- f(by+y,by—y)—a- flay+y,ay—y),y €R

Sa se calculeze:

™

In (1 + ycosx)
F(y) :/de7 ly| < 1.

0

Solutie
In (14 ycosx)

Notam cu f (z,y) = yl < 1.
cos x
s s 1
Observam ca E)f o (z,y)dz = bf [T —— +ycosmd$ este uniform conver-

genta pe orice interval (a,b) C (—1,1), deci pe (—1,1).
i]rltr-adevéur7 daca z € [0, g}, atunci cosx > 0 si

1

0< <
1+4+ycosx = 1+ acos

,pentru 1 <a<y<b<l.
x

w/2 dx w/2 dz
Cum [ ————— este o integrald proprie, rezultd cad [ ————
o 1l+acosz o l+ycosz

este uniform convergentd pe (a, b).
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In mod analog avem:

0< ! < ! € [W } € (a,b)
r€|=,7 a,b).
l+ycosz 1+bcosz’ 2Ty ’

d
Rezulta ca f % este uniform convergenta pe (a,b).
/2 1+ycosx

Din teorema de derivare rezulta ca

™

, 1
F = — d —1.,1).
() /Hycosx vy € (—1,1)
0

x
Daca facem schimbarea de variabila tg§ = t, rezulta:

oo

T
Fl(y):/ 12 zd 2/ 2
1y =0 1+t J t+1+y
00 o
2 / dt 2 V1ii—y arct t B 70
_1—y0 24+ 1-y VIty & N
=,

In continuare avem:
F(y) =marcsiny + C.

Cum F' (0)=0 deducem c& C'=0 gi deci F' (y)=marcsiny,y € (—1,1).

4. Sa se calculeze:
w/2
F(y) = / In (y2 — sin2:17) dr,y € (1,00).
0

Solutie

Dacé notdm cu f (z,y) = In (y*> —sin®z) ,y > 1 atunci
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w/2 dr
Observam cd [ ——— 5 este uniform convergenta pe intervalul
0 y?—sin“x

(a,00) dacd a > 1.

- 1 1 ™2 dx
Intr-adevar < Vl<a< i —_—
T y?—sin?x  a? —sin’z’ v Of a? —sin?x

este integrald proprie.

Din teorema de derivare rezulta:
w/2

’ dx
F (y):2y'/27.2
0

Y4 —sin“x

Daca facem schimbarea de variabila tgx = ¢, obtinem:

o0 o0

, 1
F(y)=2y-/ ; =2y/
t 2 (02 _1V42 1L .2
)y - 1+t J (y2 — 1) 12 + 42
[e’s) o
2y / dt 2y y2—1 ; t T
= = . arctg = .
2 _ 2 2 _ Yy 2 _
Yy 10 s 1 Yy 1, Y2 —1

Mai departe avem:
F(y)=nln (y+ Vi? — 1) +C

Pentru a determina constanta C, scriem functia F' sub forma echiva-
lenta:

w/2 9 /2 /2 -
F(y) = /lny2 <1— Slz2m>dx: /lndex—i—/ln <1— 81ry12x> dr =
0 0 0
/2
/ sin®
:wlny—i—/ln(l— 5 )dm.
Y
0

In continuare avem:

y+\/yi— / (1 7
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w/2 12
Cum lim [ In (1— sm2x> dzr = 0, deducem ca
C=r lim In —2 In - In2
=7 lim In———=7ln- = —7In2.
Yy—>00 /y271 2

A§adar,F(y):7rlny+ 'y — ,ye 00).

1

arctg x
5. Sa se arate ca | ———==dx este convergenta si sa se calculeze.
bf V1 — 22
Solutie
1 1/2 1
arctg x d / arctg x / arctg x
T dr =
V1 — 22 V1 — 22 zV1 — 22
0 0 1/2
D I arctg = 1 1/2 arctg x d ¢ t
eoarece lim ————= =1, | ——=——=dx este convergenta.
2\0 /1 — 22 0 1‘\/1—1‘2
arctg x
122 T
Pe de alti parte, lim = 11 I
2/l A= 4V2

arctg x
Cum f este convergentd, rezultd ca [ 8% iz este con-

1/2 V1 ’ 1/2 V1 — 2
arctg x
V1 — a2

Pentru a o calcula consideram urmatoarea functie:

1
vergentd. Asadar [ ————dx este convergenta.
0

1

F(y):/%dm y R

0
Daca notam cu f (x,y) = M, atunci
V1 — 22
15‘f i d
x
—dx:/ ,y €R.
O/ay ) (1+y222) V1 — 22 Y
1 1 dx
Cum < ,xe|0,1],y e Rgi
14+ y202) V1 —22 = /1 — 22 0,1 k f\/ 1—2?

1
™ v gy . v
3 este convergenta, rezulta ca f ——dz este uniform convergenta pe R,

0 Oy
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deci se poate aplica teorema de derivare. Rezulta:

1
,y € R.
/1+ym2 1fa:2y
0

Daca facem schimbarea de variabila x = sint, obtinem

w/2 w/2

F )_/ cos tdt _/ dt
¥= (1+y2sin’t) -cost ./ 1+y2sin®t’
0 0

Facand schimbarea de variabila tgt = w obtinem:

!

o

1

oo o

) / 1 du / du
y = 3 . 2: 2 2:
/ L+y? 0 1+u J 1+(Q+y?)u

o
o

d 1
/ 5 ul = 2-\/1+y23rctg<u\/1+y2)
u
0

1+y

1+y? 0

™

24/1 + y?

In continuare rezulta:

F(y):gln(y—i-m)—i-c

Cum F (0) = 0, deducem ca C = 0.

Asadar F (y) = gln (y—i— V1 +y2> si

1
arctg x _ T
/x\/i = lim F(y) = 21n(1+\/§).
0

Folosind proprietatea de derivare in raport cu parametrul, sa se cal-
culeze integrala

1
I(y) = | ——arctg (ytgz)dx, y > 0.
(v) /Otgxarcg(ygx) z, y>0

1
Solutie. Fie f(x,y) = tg—xarctg (ytgzx) pentru = # 0, f(0,y) = y

si f(5,y) = 0. Functia f este derivabila in raport cu y pentru orice
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zel0, 3]sl f, = T+ 2te s pentru z # 0, f,(0,y) =1, f,(5,y) =0.
Derivata este continua in raport cu ambele variabile pentru y # 0

si « € [0, §]. Folosind derivarea in raport cu parametrul si utilizand
substitutia tgx = ¢, obtinem

') /E 1 J /°° 1 L
= —_— €T = —_— ——
V=) T+t o 14y 1412

Descompunéand in fractii rationale simple, se obtine

2 [ee) 00
, y 1 1 1
I'(y) = dt dt
) y2—1/0 1+ y2t2 +1—y2/0 1+1¢2

1

™
2 1+y

1
arctg (yt)|g” + ———zarctgt|y” =

Y
yQ_l 1_y2

Prin integrare, obtinem I(y) = §1In(1 + y) + C. Facand pe y — 0,

obtinem I(0) = C si cum din definitie 7(0) = 0, rezulta C' = 0.
Deci, I(y) = 5 1In(1 +y).
7. Utilizand functiile B si I', sa se calculeze urmatoarele integrale:

U de © Y
a) I = ——; b) b = ———dx.
) & /o V1 —ab ) I /o (

Solutie. a) Folosim schimbarea de variabila 2 = t. Avem x = t%,
dr = %t%_ldt, iar integrala devine

! 11 1_/1 1 1 7
L= Q—=t)6 -—ts 'dt=-B(=,1—=)==- —
! /0( )70 6 <6’ 6) 6 sinz

b) Folosim schimbarea de variabild

wl

1—1¢
=t. Avem z = —

1
dx = —t—Zdt si integrala devine

0/1—t i —1 Loy 1
I, = — ) P —dt= [ ti(l—t)idt
t 12
1 0

R G EaGE
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18.12 Integrala curbilinie

/ xyds,

Y

1. Sa se calculeze

2 2
LY

unde v este portiunea din primul cadran a elipsei i 1.

a?

Solutie

O reprezentare parametrica a arcului de curba +y este:

xr =acost T
{y:bsint ’ te[O’E}'

Conform definitiei integralei curbilinii de speta I, avem:

w/2
/J:yds = / absin t cos t\/a2 sin?t + b2 cos? ¢ dt.
o 0

Daca facem schimbarea de variabila

u=a’sin’t 4+ b>cos’t, te [O, %], obtinem:

a? 2 2
ab 3 ab (a* + ab + b?)

a2
ab
dzi dzi =
/W 2<a2—b2>/ﬁ“ 3(a>=8) |y 3(a+b)
Y b2

2. Sa se calculeze
}[(zgf —dy+ ) de + 4z (y — 1) dy
5

unde 7 este cercul de ecuatie 22 + 3% — 2y = 0.

Solutie
Daci notam cu P (z,y) = 2y? —4y + 2z si cu Q (z,y) = 4z (y — 1),
atunci 5P 90

T gy 4=

oy Y ox
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Rezultd cd V (z,y) = (2y* — 4y + z, 4z (y — 1)) este un camp de gradienti.
Cum 7 este o curba Inchisi, rezultd c& ¢ Vidr = 0.

2l
3. Sa se calculeze:
%ydm + zdy + zdz,
Y+
unde 4 este cercul { vy = , parcurs in sens invers acelor
r+y=R

unui ceasornic, daca privim din centrul sferei.

Solutie
Eliminand y intre ecuatiile curbei v obtinem
2 2
9 z R
- R -
x T+ 5 5
R\* 2> R?
sau(m—2> +—:T.

V2

R R R . . . <
Notand x—§ =3 costgiz = sin t, obtinem urmatoarea reprezentare

parametrica a curbei 4 :

R
x = —(1+cost)
2
R
y=—(1—cost) ¢ €10, 27]
2
z = ——sint
V2
In continuare avem:
fyd:c + zdy + xdz =
T+

27

/E(l—cost) —Esint +£sint Esint +E(1+cost) Ecost dt =
2 2 V2 2 2 V2 N

0

4 4 22 22 22

T/ R R2 R2 R2 R2
:/<—sint+sintcost—|— sin2t+cost+cos2t> dt =
0
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R? R® , R 2 \[" 7R
= | —cost+ —sin“t+ ——=t + ——=sint = —
0 V2

4 8 22 22

4. S& se arate ca V = (y cos Ty, x cos Ty + 225, 3y222) este un camp de
gradienti. Sa se determine o functie f astfel incat V = V[ si sa se
calculeze

B
/y cos zydx + (:B coszy + 2yz3) dy + 3y?z%dz,
A

3

unde A( z, \/g, 0) si B(0,2,1).

Solutie

Notam cu P (z,y, 2) = ycoszy, Q (r,y,2) = x cos xy + 2yz>,
R(z,y,z2) = 3y%2%.

Constatam ca:

aRi 278Q

ay - T o

or __oR

8z Oz
— = coszy — xysinz *a—P
or Y Y y_ay’

deci V este un camp de gradienti. Din egalitatea
V=Vf

deducem ca:

0
i = y cos xy, a—f = xcos zy + 2yz°,
Y

of 2.2
Oz ’

=3
0z y2

Integrand prima relatie in raport cu x obtinem:
f(z,y,2) = sinzy + g (y,2), unde g este o functie oarecare de clasi
clL.

Tinand seama de a doua relatie rezulta

0
T cosxy + a—z :xcosxy+2y23
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0
, 8—9 = 2923, Integrand in raport cu y obtinem:
) Y
g (y,2) = y?2> + h(z), unde h este o functie arbitrara de clasa C*.
Asadar, f(z,y,2) = sinzy + 223 + h(2).

In sfargit, din a treia relatie deducem:

si, mai departe

3y%22 + B (2) = 3y?2?
Rezulta ca B/ (z) = 0, deci h (z) = C si functia cerutd este
f(z,y,2) =sinzy +y*23 + C
| Vdr depinde numai de capetele arcului, deci are sens

AB

B
/VM:fUﬂ—fuh:4+C—1—C:3
A

5. Sa se calculeze

(z—y)de+ (z—2)dy+ (y—x)dz
NABC

unde A (a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,¢), a>0,b>0,¢>0

Solutie
Ecuatiile parametrice ale segmentului de dreapta [AB] sunt:

zr = a(l-1)

y = bt , tel0,1]

z = 0
Rezulta ca:

1

/( y) de+(x — z) dy+(y / a)+a(l—t)b)dt =ab
AB 0

In mod analog, [BC] are reprezentarea parametrics

= 0
b1—t) , telo1]

z = ct

< 8
|
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si
1

/ = /(*Ct(*b) +b(1—1t)c)dt = be.
BC 0
In sfarsgit, [C' A] are reprezentarea parametric
= at

x
y o= 0 , te]0,1]
z = c(l—1%)
si [ =ac.
cA

In final avem:

/ :/+/+/:ab+bc+ac

ANABC AB BC CA

6. Sa se calculeze integrala

I= /(x2 +92)Inzds
¥
x = el cost
unde 7 este datd parametric prin v : ¢ y=-elsint ; te[0,1].
t
z=e

. ’ . / . . ’
Solutie. Avem = = efcost — elsint, y = elsint + el cost si 2z = €.

ds = /(«')? + (y)* + (£)?
= €t\/COSQt — 2sintcost 4+ sin?¢ +sin? ¢ + 2sintcost + cos?t + 1 = et/3.
Prin urmare

1
I:/(e cos’t + e?!sin’t) Ine' - e'/3dt = \[/ te3t dt

—f/ <3t> dt = \ft—|O \f/ g = V3¢ ‘[egt|0

3 9
_\/36_\/§e+f V3
3 9 9

(2 +1).
7. Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul doi

I:/\/l—xQdaE—l—xdy
¥

. . . . 2 v
unde v este portiunea din elipsa de ecuatie x2—|—% = 1, corespunzatoare
restrictiei x > 0 gi parcursa in sens direct.
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Solutie. O reprezentare parametrica a curbei este

) x=cost 'te[_zz]
LA y=2sint ’ '

Aplicand formula de calcul pentru integrala de tipul doi obtinem:

I:/2 (=V/1 — cos?tsint42cos t) dt = —/2 |simt\sintdt+2/2 cos® t dt

jus jus
2 2

INE]

Prima integrala este 0 deoarece functia de sub integrala este impara,
iar pentru a doua, folosim formula cos?t = W Prin urmare

™

2 in2t, =
I:/ (1+cos2t)dt:(t+sm )2z =
_ 2

s
2

8. Sa se calculeze urmatoarea integrala, aratand in prealabil ca este in-
dependenta de drum.

I= /A yzdr + vzdy + xydz; A(1,1,0), B(2,3,1).
AB

Solutie. Deoarece V1 = yz, Vo = xz, V3 =y i
ovy  0V; oVe  0Vj Vs oW

=5 =% F3_ =73 =%, =7 =Y,
oy ox 0z oy oz 9. 7
rezulta ca integrala este independenta de drum.

Rezulta ca un potential scalar este
1 1
flz,y,2) = / (x-tytz +y - totz + z - taty) dt = xyz/ 32 dt = zyz.
0 0

Prin urmare I = f(2,3,1) — f(1,1,0) = 6.

9. Densitatea de masa a unei sairme semicirculare de raza a variaza proportional
cu distanta fata de diametrul care unegte cele doua capete ale sarmei.

(a) Determinati masa sarmei;

(b) Stabiliti coordonatele centrului de masa.

Solutie.

Firul poate fi parametrizat prin

r(t) = acosti+ asintj, t € [0, 7],
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iar densitatea de masa este de forma \(z,y) = ky.
Intrucat r'(t) = —asinti + a costj, obtinem s'(t) = ||r'(t)|| = a.

(a) Masa sarmei este data de:
M= / Az, y)ds = / kyds = / ky(t)s'(t) dt = / k(asint)adt
c c 0 0
= kaQ/ sint dt = 2ka®.
0
(b) Datorita simetriei configuratiei, x; = 0.
meM = [ ) ds = [ ks = [0S 0t =
C C 0
™ ™ 1
= / k(asint)’adt = ka3/ sint dt = §ka37r.
0 0

Intrucat M = 2ka?, rezults yp; = (3ka®r)/(2ka?) = Lam.

Deci, centrul de masa se afla pe mediana firului, la distanta %aﬁ de
diametru.

18.13 Integrala dubla si integrala tripla

// xdzdy,
K

undeK:{(x,y)€R2|0§x§1,2x§y§x2+1}

1. Sa se calculeze

Solutie

1 T
//a:dxdy:/ dx/

0 2x
K

2

+1 1 3 ) 5
xdy /0 (2% + 2+ 22%) da 5

2. Sa se calculeze

// (:L‘2 + y2) dxdy,

undeQ—{(m,y)eRﬂ 22 +1y2<a?,0< Sygm\/g}.

Sl
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Solutie
Fie W = [%, %] x [0,a] si ¢ : W — Q schimbarea de variabile

¢ (t,r) = (rcost,rsint).

Cum det ¢/ (t,7) = r, rezulta ca

w/3 a A
//(m2+y2)dxdy=//r2~rdrdt: /dt/rsdr:%
Q w w/6 0

3. Sa se calculeze

I= // oy(1 + 2 +y2)7% dady
D

pe domeniul dreptunghiular D = [0, 1] x [0, 1].
Solutie. Avem I = fol dz fol ry(14 22 + yQ)_% dy.
folxy(1+:1c2+y ) Zdy— 2f0 (1422 +92)" (1+$2+y2);dy

= U (14 ) H ] = —a(24e?) Era(l4a)

DeaI-fO( (1+22)72 — (2+$2)_%>dx

=LA 4+a?) i1+ a) de— L [12+22) 22+ a2) da
=Vi+22|{ - V2+a?f=2v2-V3-1.

/ / xy dxdy
D

domeniul D fiind marginit de parabola y = 2% si dreapta y = 2z + 3.

4. Sa se calculeze

Solutie. Intersectam parabola y = 22 cu dreapta y = 2z + 3:

2 2
y=u y=u _
{y:2x+3 ‘I’{gﬂ—zx—:azo & A=11), BG,9)

3
P P aydedy = [ do [ ayay= [ (@R ar
3 . 3, -1
= / B ~[(2x +3)? — (2 dx = / 5(4:}52 +122 49 — o) dx
- N 2

9 o 3 9(11' 3
/— +2x+6x+2)d z=(— 12+2+2 + )|

_ 301

> \
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5. Folosind coordonatele polare sa se calculeze

<2242 <
:// V2 + y? dxdy, unde D:{ 2sa”ty <4
D

r+y=>0

Solutie.

Facem schimbarea de variabila

=r.

T =rcost N D(z,y)

y =rsint D(r,0)
Utilizand desenul deducem r € [v2,2] sir € [-7F, 27].
Fie D' = [v/2,2] x [ %, 3X].

Astfel avem:

I = [fp \/mdmdy = [/ \/7'2c052t+r2sm t|ij? |drdt =
ffD/T det:fﬂdrffgrdt:fﬁrrdr— |f 2“(4 V?2)

Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu originea unei placi
plane omogene marginita de curbele y = 0,2 +y — 6 = 0, y2 = 8.

Demonstragie. Intersectand curbele obtinem punctele O(0, 0), A(6, 0),
B(0,6). Momentul de inertie in raport cu originea este

o= [ fpla? 42y = fi ([0 4 e ) dy =

8
_ — )3 4
=l ( +ay? ) /3.0 dy = [ [L 2 426 - y) — - %] dy =
8

128 32
=136 - 128 _ 32 O

Sa se afle coordonatele centrului de greutate al placii omogene care

2 2
formeaza domeniul 2 = {(x,y) € RQ‘ % + % <l,z>0,y> 0}.

Solutie
Coordonatele centrului de greutate sunt date de formulele:
JJ wdxdy [ ydwdy
ve = [[ dzdy ’ ve [ dzdy
Q Q



18.13. INTEGRALA DUBLA SI INTEGRALA TRIPLA 165

Observam ca domeniul plan 2 este portiunea din primul cadran a

2 2
. 1
// dxdy = aria (Q) = Zﬂab.
Q

elipsei x— + Z—Q <1.
Pentru calculul celorlalte doua integrale consideram schimbarea de
variabile ¢ : W — Q, ¢ (t,7) = (arcost,brsint), cu (t,r) € W =
[0,%] x [0,1].

Cum det Jy (t,7) = abr, rezulta:

w/2

y 2
b
// xdxdy = // arcost - abrdrdt = b / costdt/err = %
Q w 0 0

w/2

i ab?
//ydacdy = /dt/brsint-abrdr =5
Q 0 0

4a 4b
Asgad
sadar, G <3 37r>

8. S se calculeze volumul tetraedrului 77 C R? marginit de planele

r=0,y=0,2=0,2+2y+2—-6=0.

Solutie

Varfurile tetraedrului 7' sunt O (0,0,0), A (6,0,0), B (0,3,0),C (0,0,6),
iar proiectia sa in planul xOy este triunghiul dreptunghic 2 de varfuri
(0,0), (6,0) si (0,3). Avem:

Q={(z,y) R} 0<w<60<y<3-—3}si

T= {(Jz,y,z) €R3| 0<2<6—x—2y; (z,y) GQ}

6—x—2y

Vol (T ///dxdydz—//dmdy 0/ dz:é/(G—x—Qy)dxdyz
:/ /

NI

6
6—x—2y)d /(9 3z + >d =18.
0
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Sa se calculeze

/// V12 +y2 + 22dxdydz,
T

unde 7 este sfera (plind) 7' = { (z,y,2) € R3| 2% +y> + 22 < z}.

Solutie

FieW:{(s,t,r)€R3| 0<s<2m 0<t< 3, Ogrgcost}
si ¢ : W — T, schimbarea de variabile:

@ (s,t,r) = (rsintcoss,rsintsins,rcost)

Cum det Jy (s,t,7) = r’sint, rezulta:

/// V2 +y? + 22dxdydz = ///r -2 sin tdsdtdr =
T W

2 71'/2 cost 7r/2 4 71'/2
. tsint t
z/ds/dt/rdsintdr:%'/mdt: _r. cos® -
4 2 5 | 10
0 0 0 0

S& se calculeze masa corpului V' de densitate p(z,y, z) = z méarginit
de suprafetele 2% + 9% + 22 = 24, 2% + ¢ = 22.

Demonstratie. Intersectia celor dous suprafete este cercul 2 4 3% = 8
situat in planul z = 8

M= [ [ fy sduiyds = [ e, e (L2077 202 oy =

2+y2
- %ffm2+y2<8 {24 —a? -y’ - (x2+y2) ] dedy =
=L g 2V (24 P )dp_@ 0

Sa se determine coordonatele centrului de greutate al unui corp omogen
definit de 2 + y?> < 2z,2 +y — 2 < 0.

Solutie

M= [ [ [y dedydz = ffa:2+y272 (z+1)<0 <f 2.4 y2 dz) dxdy =
=1/ Joz g2 ooy <028 + 2y — 22—y )dxdy =

2 V2
= "o |, (20 —p)dp =7
(unde am folosit trecerea la coordonate polare x = 14 pcos¥b,
y=1+ psind)
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Iy adadyds = [ oo (S 0 ) dody =
_ %f f 2+y272(x+y)<0 x(2x + 2y — 22— yQ)d:cdy =

" do fo (202 — p*)(1 + pcos@)dp = 7
De01 ra =1

JJ [y ydwdydz = | fx2+y2—2 (z+y)<0 <f 242 ydz) drdy =
=2 frpain<o¥(22 + 2y — 2% —y )dady =

T 46 foﬁ(2p2 —p )1+ psinf)dp =
Deci yg =1

I'] v zdzdydz = [ ], 24y?—2(z+y)<0 (f 2++y2 Zdz) drdy =
2

=1/ sposerzo (@ + 0 = 5 dody

Trecem la coordonate polare z = pcosf,y = psinf,0 € [—%, T] ,
0 < p <2(sinf + cosf) si obtinem

3r .

fffvzdxdydz _ f:lﬁ f02(51n6+0059)p<p2 +p281n29— %) dp = 5771'
1

Deci zg = %

12. Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz al corpului
omogen de densitate p(z,y,2) = po mérginit de suprafetele sferice
(S1): 2 +y* +2° =225 (S2) 1 a® +y° +22 = 1.

Demonstratie. Corpul este marginit inferior de Sy si superior de Ss.Suprafetele

S1 si S se intersecteaza dupa cercul 22 + y? = % din planul z =

Io. = [ [ [/(@* +y*)p(x,y, 2)dedydz = po [ [ [i, (2 + y?)daxdydz =

1—x2—
= 0] Lipey (e + e ) dady =
_ Vi—a—y? _
= poffweryQS%(x +y )z/l_md;pdy =
=00 [ froppcs(@®+y?)2V/1 - 27 —y? — 1)dady =

21 3
=0 fo" Jo' PP(2V/1 = p® — 1)dpdd = 25T O

N[—=

18.14 Integrala de suprafata

1. Sa se calculeze aria torului.
Solutie

Consideram in planul Oy un cerc de raza a, cu centrul in punctul
(b,0) unde 0 < a < b.
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A
N

Torul este suprafata care se obtine cand rotim acest cerc, ca un corp
rigid, in spatiu, in jurul axei Oy. Daca notam cu v unghiul de rotatie
al cercului in jurul axei Oy atunci ecuatiile parametrice ale torului T

sunt:
= (b+ acosu)cosv
Yy = asinu ,0<u<27,0 <o < 2m.
z = (b+acosu)sinv
Avem:
acosu —asinusinv
A= = a (b+ acosu) cosucos v;
0 (b+ acosu)cosv
—asinucosv —asinusinv .
B = . =a(b+ acosu)sinu;
—(b+acosu)sinv (b+ acosu)cosv
—asinucosv acosu :
C= . =a(b+ cosu)cosusinv
—(b+acosu)sinwv 0

si A2+ B2+ C? = a? (b+ acosu)’.
Daca notam cu © = [0, 27] x [0, 27| atunci:
27 2T
Aria(T) = // A% + B? + C?dudv = /dv/a (b4 acosu) du = 4r2ab.
Q 0 0

2. Sa se calculeze aria portiunii din emisfera superioara

x2+y2—|—z2=R2, z >0,

decupata de cilindrul 22 + y?> — Rz = 0.
Solutie
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Daca notam cu S suprafata mentionata in enunt atunci .S este graficul
functiei:

flay) = VR2—22—y%(z,y) € D, unde

D= {(z,y) eR?|2? +y? — Rz < 0}.

A = Aria(S) = [[ 1+ p?+ ¢?dxdy, undep:ggﬁq: g—f Avem:
D x Y
_ - _ —Y 2,2 R?
L e MY e sy M S S T

si mai departe
dxdy
A= R// _.
/| R2 — 22 — 2

Fie W = {(t,r)ERZ‘—gStgg;ogrchost} siop: W —= D
schimbarea de variabile ¢ (t,7) = (r cost, rsint).

Deoarece det Jy (t,r) = r, avem:

/2 Rcost /2
_ r _ 5 5 Rcost B
A—R/dt / 7*R2_r2dr——R/ R? —r o =
—7/2 0 —7/2
/2 /2
=-R / (R|sint| — R) dt = —2R? / (sint — 1) dt = (7 — 2) R
—7/2 0

3. Si se calculeze [[ (zy + yz + zx)do, unde S este portiunea din conul
s

22 + 3% = 22,2 > 0, decupata de cilindrul 22 4 y? = 2y.

Solutie

Observim ci suprafata S este graficul functiei f (z,y) = /22 + 2 ,
(z,y) € D, unde D = {(z,y) € R? |22 +y? —2y < 0}.

In continuare avem:

of _ x of _ Yy 42+ P2 =2

p= e T e
61’ /x2+y2 (9y /x2+y2
//(xy+yz+zm)da=// [my—l—(y—i—x) \/xz—i—yﬂ V2dxdy.
S D
Fie W = {(t,r) e R? |0 <t <m0 <r < 2sint} si ¢ : W — D schim-

barea de variabile
¢ (t,r) = (rcost,rsint).
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In urma acestei schimbari de variabile obtinem:

//(xy+yz+za:)da:
S

m 2sint
= \@/dt / (r’sintcost + r?sint + 2 cost)rdr =
0 0

7T 2sint
:\@/(sintcost—i—sint—i—cost)dt / r3dr =
0 0

4\/5/ (sin5 tcost + sin® t + sin* ¢ cos t) dt =
0

s ™

64+/2
= 4\/§/Sin5 tdt = 4\/5/ (l — cos? t)Qsintdt = 1\!
0 0
18.15 Formule integrale
1. Sa se calculeze:
]{ y2da + 2%dy
0K
unde cu 0K am notat frontiera domeniului compact
K={(z,y) eR*|2® +y* <1,y >0}.
Solutie
Dacd notam cu P (z,y) = y? si Q(x,y) = 2% atunci din formula

Riemann-Green rezulta:

j{ yide 4 2idy = // 2 (z — y) dzdy.
K

oK
Dacé facem schimbarea de variabile (t,7) — (rcost,rsint) : W — K,
unde W = [0, 7] x [0, 1] obtinem:
1

//Q(I—y)dmdy:2/dt/r2(cost—sint)dr:
K 0

0

Ky

2 4
g/(cost —sint)dt = —3
0
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2. Sa se calculeze direct gi apoi sa se verifice rezultatul cu formula Riemann-
Green:
j{(:cy—y)d:r—}- (xy + z) dy
0K
unde 0K este frontiera domeniului compact
2 2

xz Yy
et

— 2
K_{(x’y)ER a b2

Solutie

Pentru calculul direct folosim reprezentarea parametrica a elipsei:

8K:{ T=acost oy 1o, o)

y = bsint
Obtinem:
ja{(xy—y)dx—k(xy-i—x)dy:
0K
27
= / (absint cost — bsint)-(—asint)+(absint cost + acost)-(bcost) dt =
0
27 27 27
= —a’b / sin? t cos tdt + ab? / cos® tsin tdt + ab / dt = 2mwab.
0 0 0
Daca notam cu P (z,y) = zy — y si Q (x,y) = xy + x atunci
8—Q — 8—P =2+ y + 2 si din formula Riemann-Green deducem:
oxr Oy
]{(:vy—y)dm—i—(my—i-x)dy: //(Jz+y+2)dxdy.
oK K

Fie W = [0, 2] %[0, 1] si schimbarea de variabile ¢ (¢,7) = (ar cost, brsint).
Deoarece det Jy (t,7) = abr avem:

2m

1
//(m+y+2)dxdy:/dr/(arcost+brsint+2)abrdt:
K 0 0

2

1 2 1 1 2
:aQb/TQd%/costdt+ab2/r2dr-/sintdt+2ab/7"d7"-/dt:
0 0 0 0 0

o
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3. Sa se calculeze urmétoarea integrala curbilinie aplicand formula Green-

Riemann: /:Uyda:—i— —dy, unde I' = {(z,y) | 22+ = 1,2 <0 <

}Uﬂww|$+y——1w<0y<®
Solutie
Curba I' nu este inchisa, deci nu putem aplica direct formula Green-
Riemann. Fie A(0,—1) si B(0,1) si fie [AB] segmentul orientat (de la
A Catre B) determinat de aceste puncte. Fie A =T'U[AB]; atunci A
este o curba inchisa si deci, aplicand formula Green-Riemann, obtinem
(notdm cu K compactul marginit de A):

2
/a:ydx+ JU—dy = // Odzdy = 0.
A 2 K

x? x?
/ zydr + —dy = —/ xydr + —dy = 0,
r 2 [AB] 2

Rezulta deci:

ultima integrald curbilinie calculandu-se imediat cu definitia.

2 2
Sa se calculeze aria multimii marginite de curba I': 3 4+ y3 = 1.

Solutie
1
Aria multimii méarginite de curba I' este A = 3 / xdy — ydzx. Cu
r
parametrizarea z(t) = cos®t, y(t) = sin®¢, ¢ € [0, 27), obtinem:

A—l/xd — da:—g/%sinztcos?tdt—?)ﬁ
BRI A — 8"

. -y T+y
Fie a = T+ dy.
22 + 42 22 + 42
a. Sa se calculeze integrala curbilinie / «a, unde, am notat cu
C(O,R)

C(O, R) cercul de centru O si razia R > 0.

b. Sa se calculeze [ «a, unde, I' este o curba arbitrara inchisa astfel
r

incat O ¢ T

Solutie

a. Si observam, mai intai ci a € C1(R?\ {0}), deci pentru calculul

integralei de la punctul a nu se poate aplica formula Green-Riemann.
Folosim definitia integralei curbilinii; parametrizam cercul:

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0,27)

2
/ o= / dt = 27r.
C(O,R) 0

si obtinem:



18.15. FORMULE INTEGRALE 173

b. Notam cu K compactul marginit de curba I". Distingem doua
cazuri: dacd O ¢ K (se poate aplica formula Green-Riemann) sau
dacd O € K (nu se poate aplica formula Green-Riemann).
Presupunem mai intai ca O ¢ K; atunci:

/a_//f’w_aff—y dadi — 0
v ) Jre \ 0z \ 22 +¢2 oy \ 22 + y2 v=r
Presupunem acum cd O € K; fie R > 0 astfel incat C(O, R) este inclus
in interiorul lui K. Notdm cu D(O, R) discul deschis de centru O
i razd R. Fie A compactul A = K \ D(O, R). Bordul orientat al

lui A este reuniunea A = T' U C(O, R), sensul pe cerc fiind sensul
trigonometric negativ. Deoarece O ¢ A, avem:

/ a://dedy:O.
0A A
J= how

r C(O,R)

6. Fie a < b, fie v : [a,b] — R?, y(t) = (x(t),y(t)), un drum parametrizat
inchis (y(a) = (b)) , orientat in sens trigonometric pozitiv si fie K
compactul marginit de imaginea lui . Intr-un punct arbitrar y(t) =
(z(t),y(t)), consideram vectorul normal la v, 7(t) = (y/(¢), —2'(¢)). S&
se demonstreze ci pentru orice camp de vectori V de clasia C' pe o
vecinatate a lui K, avem:

/ V(( t)dt = / / div(V)dzdy.
Solutie

Din definitia integralei curbilinii, rezulta :

Rezulta :

bi
[ vewmoa= [ ray-qa

Aplicand ultimei integrale curbilinii formula Green-Riemann, obtinem:

/ Viamyace = / Pdy — Qdz =

// (8P+8Q>d dy—// div(V)dzdy.
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7. Formula de medie pentru functii armonice
O functie f : U C R? — R se numeste armonica pe U daca
0%f  O*f

Af @"FW:OPGU

Fie f o functie armonica pe discul unitate. Atunci:

2w

£((0,0)) = F(pcost, psint)dt, Vp € (0,1),

27
egalitate numita formula de medie pentru functii armonice.
Solutie

Fie p € (0,1) si fie

1 2w

— f(pcost, psint)dt.
2w

9(p) =

Vom demonstra ca functia g este constanta.
Pentru aceasta, calculam derivata sa:

9'(p) =
0
% (;(pcost, psint)cost + a]yc(,ocos t, psint) sint) dt =
1 2 af
— % ; (&r (pcost, psint), By (pcost,psint)> -(pcost, psint) dt.

Vom aplica acum rezultatul exercitiului de mai sus.
Vectorul @ = (pcost, psint) este vectorul normal (exterior) la cercul

— 0
de centru O si raza p, iar campul vectorial V = —f + —f] Obtinem

Oz Oy

(notam cu K discul de centru O si raza p):

9'(p) = 5 / / Afdrzdy = 0.

Rezulta deci ¢ functia g este constanté pe intervalul (0, 1); in consecinta
avem:
1 21

7 /) f(pcost, psint)dt = g(p) = lim g(p) =
™ p—0

1 2w

=% ), £((0,0)) = £((0,0)).
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8. Sa se calculeze, folosind formula Gauss-Ostrogradski, urméatoarea in-
tegrala de suprafata:

// 22dy A dz + y2dz A dx + 22dx A dy
oK

unde 0K este bordul domeniului compact
K= {(m,y,z) € RS‘ 0<z,y,2< a},

orientat dupa normala exterioara.

Solutie
Fie campul V = (P,Q,R) unde P(x,y,z) = 2%,Q(z,y,2) = y?,
R(z,y,2) =2

Atunci divV = 2 (z + y + 2) si din formula Gauss deducem:

//1:2dy/\dz—|—y2dz/\dx—|—z2dx/\dy:///2(x+y+z)dxdydz:
oK K
a a a ZZ @
_Q/dx/dy/(x—i—y—i—z)dZ—?/d:r/ <m+y) + 2) dy =
0
’ v a?
_2/dx/<ax+ay+ )dy—2/<axy+a-2+2-y)
a

=2 /(an + a®)dz = 3a”.
0

dr =
0

9. Legea lui Arhimede. Consideram un recipient (continut in

semispatiul z < 0) in care s-a turnat un lichid avand densitatea con-
stanta c.
Scufundam in lichid un corp pe care il asimilam cu un compact cu
bord orientat (K,0K). Presupunand c& presiunea exercitata de lichid
asupra corpului scufundat creste proportional cu adancimea, obtinem
pentru campul presiunilor formula V' = czk. Forta ascensionalid pe
care lichidul o exercitd asupra corpului scufundat este, prin definitie,
egald cu fluxul cAmpului presiunilor prin suprafata (bordul) 0K, in ra-
port cu normala exterioara, n. Aplicand formula Gauss-Ostrogradski,
obtinem:

For(V) = / Vido —
oK

:/// didemdydz:/// cdxdydz = cvol(K),
K K

adica forta ascensionala este egald cu masa lichidului dezlocuit de cor-
pul scufundat.
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10. Legea lui Gauss. Pentru orice ¢ > 0, consideram campul scalar

/a2 4 y2 + 22 Anr

si fie campul de gradienti:
E = —gradf.

Campul scalar f reprezintd potentialul electric (sau potential New-
tonian) asociat sarcinei electrice ¢ plasate in O, iar E este campul
electric generat (sau camp Newtonian).

a. Si se expliciteze E si s& se demonstreze ca este cAmp solenoidal,
adica : divE = 0.

b. Sa se demonstreze ci fluxul cAmpului E prin orice suprafata inchisa
ce nu contine originea in interior este nul.

c. Si se demonstreze ca fluxul cAmpului E prin orice suprafata inchisa
ce contine originea in interior este ¢, (legea lui Gauss).

Solutie

a. Putem calcula E direct cu definitia, sau aplicind proprietatile gra-
dientului; obtinem:

F = —gradf = ——.
gradf 47 13
Ardtam acum ci E este solenoidal:
divE = —grad(divf) = —Af = ﬁ (37“3 —3r(z® 42 + 22)) =0.
mr

b. Fie ¥ o suprafata inchisa ce nu contine originea in interior. Deoarece
campul electric E este de clasa C! pe R?\{O}, sunt indeplinite ipotezele
formulei Gauss-Ostrogradski i deci, (notam cu K compactul marginit
de ¥ si cu @ versorul normalei exterioare la ¥), obtinem:

FZ(E)z/Eﬁda:/// divEdzdydz = 0.
by K

c. Fie acum X o suprafata inchisa ce contine originea in interior.
Deoarece E nu este de clasa C' pe compactul K marginit de 3, (E nefi-
ind de clasi C! in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski
pentru a calcula fluxul lui E prin ¥. Fie R > 0 astfel incat sfera de
centru O si razd R (notatd in continuare cu S), sa fie inclusd in in-
teriorul lui ¥. Fie suprafata (inchisd ) ¥; = ¥ U S, orientata dupa
normala exterioard (deci pe S este normala interioara la sferd ). Fie
K multimea compacta marginita de ;. Deoarece O ¢ K7, fluxul lui
E prin 3 este nul (conform (b)). Rezultd c& fluxul lui E prin ¥ este

— T
egal cu fluxul lui E prin S (orientatd dupa normala exterioara m = =
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11.

12.

13.

la sfera ):

27 ™
]:Z(E):/Eﬁdazf/ dcp/ sin 0 df = q.
S T Jo 0

Fien € N gi fie ¢ > 0,V2 € {1,2,..,n}. Fie A,,1 € {1,2,..,n}, n
puncte in R? de coordonate (24, Y, 2,)- Notdm cu 7, vectorul de pozitie
al punctului A,. Potentialul electric generat de sarcinile electrice g,
plasate in punctele A, este

x7 b
S 47TZ||7’—TZ||

unde, || - || este norma euclidian& in R3. Fie E = —gradf cAmpul

electric asociat potentialului f. Sa se demonstreze ca fluxul campului

electric E printr-o suprafata arbitrara inchisa ce contine toate punctele
n

A, 1n interiorul ei este egal cu Z G-

1=1
Solutie

Se aplica rationamentul din exercitiul anterior.

Fie ¥ o suprafatd inchisa gi fie K compactul marginit de 3. Sa se
demonstreze ca :

1
*/FﬁdU:VOI(K),
3Js

unde, 7 este normala exterioara la X.
Solutie
Se aplica formula Gauss-Ostrogradski:

%/f— — /// div(r dacdydz—/// drdydz = vol(K).

_ k7
Fie campul vectorial V =7 + —Z T si fie suprafata
T

E:{(xay72);zz3_x2_y271 SZ}U{(%?J72);$2+92 §2,Z:1}

Sa se calculeze fluxul lui V prin ¥, orientatd dupi normala exterioars.
Solutie

Se aplica formula Gauss-Ostrogradski; pentru aceasta, calculam

divV = div <r + er> =3+ <k:> div7F + rgrad (%) =
r T r
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kT 1 - —
=3+3— +7( grad(k7) + (k7)gradr—* ) =
+ g +r<r4gra( 7) + (k7)gradr )
T _(k  (kT)_
:3+37’4 +T<7’44 7’6 7'):

Notand cu K compactul marginit de suprafata X, rezulta :

]-'z(V)—/ZVnda—///K?)dxdydz—?)vol(K).

! (7 x k) prin:

a. O suprafata inchisa arbitrara ce nu cont;ineroriginea in interior.

b. Sfera de centru O si raza R.

Solutie

a. In primul caz se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fluxul
este nul deoarece divV = 0.

b. In cazul al doilea, fluxul se calculeaza cu definitia integralei de
suprafatd (nu sunt indeplinite ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski);

S3 se calculeze fluxul campului vectorial V =

si in acest caz fluxul este tot 0 deoarece vectorii V' si normala exte-
rioara la sfera sunt ortogonali.

Formulele lui Green

Fie (K,0K) un compact cu bord orientat din R3. Fie i normala ex-
terioara la OK si fie f, g doua functii de clasa C? pe o vecinitate a lui
K. Sa se demonstreze formulele lui Green:

a. /6K f (gradg)mdo = ///K (f Ag+ (gradf)(gradg)) dxdydz.

b. /8K<f(gradg)—g(gradf)>ndaz///}((ng—gAf)da:dydz.

Solutie
a. Pentru prima fgrmulé se aplicd formula Gauss-Ostrogradski
campului de vectori V = f gradg:

aKf (gradg)mdo = ///Kdiv(f gradg) dedydz =

= ///K (f div(gradg) + (gradg) (gradf)) dxdydz =

:///}((ng—i—(gradg) (gradf)) dxdydz.

b. A doua formuld rezulta direct din prima.
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16.

17.

Fie (K,0K) un compact cu bord orientat din R3 si fie m versorul
normalei exterioare la suprafata 0K. Fie h o functie armonica pe o

dh
vecinatate a lui K gi fie e derivata dupa directia @ a lui h. Sa se
n

demonstreze egalitatile:

dh
b./ h—da—/// | gradh ||? dedyd:z.

Solutie
a. Se aplica prima formuld a lui Green pentru: f = 1 ¢l g = h;
o altd metoda este de a aplica formula Gauss-Ostrogradski campului

dh
/ —do = / (gradh)m do =
ok dn oK

:///Kdiv(gradh) d:rdydzz///KAhZO-

b. Se aplica a doua formula a lui Green pentru f = g = h; o
alta metoda consta in a aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru

/ h—da—/// hgradh m do =
_///Kdiv(hgradh) drdydz =
_ / / /K <hdiv(gradh)+(gradh) (gradh)) drdyds
:///K<hAg+ | gradh ||2> ddydz —
_ / / / | gradh || dedydz.
K

Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integrala curbilinie / ain
r

V = gradh:

V = hgradh:

urmatorul caz :

a=(y—z)dx+ (z —z)dy + (x — y)dz.

I:z=a2%2+y% 2=1.

Solutie

Fie suprafata ¥ = {(x,9,2);2 = 2% + y> + 22,z < 1}; atunci I este
bordul lui X gi aplicand formula lui Stokes obtinem (lasdm ca exercitiu
verificarea compatibilitatii orientarilor):

/(y—z)dm+(z—x)dy+(x—y)dz :/ —2(dyAdz+dzAdz+dzAdy) =
r 3
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= —2// (=22 — 2y + 1)dzdy,
D

unde D este discul unitate.

Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integrala:

/ y(y +22)dx + 2x(y + 2)dy + 2wydz , T : 22 = 22 + 42, 22 + 9% = 22.
r

Solutie

Integrala este 0.

Sa se calculeze circulatia campului vectorial
V= +2i+ @ +20j+ @+ Dk

pecurba I': 22 + 92+ 22 = R? ax + by +cz = 0.

Solutie

Curba T' este un cerc mare al sferei (intersectia sferei cu un plan ce
trece prin centrul sferei); consideram drept suprafata ¥ oricare din
cele doua semisfere determinate de plan pe sferd. Aplicind formula
lui Stokes, obtinem:

/Vd?z/(rotV)ﬁda:
r )

:/(2(y—zﬁ+2(z—x)j+2(w—y)E) -%(w%+y3+z%)d0:07
)

deoarece versorul normalei (exterioare) la sfer, m = %F si rotV sunt
perpendiculari.

Sa se calculeze direct si cu formula lui Stokes integrala curbilinie
[ = e+ (2 = Dy + (0 - P
r

unde I" este poligonul de intersectie dintre cubul [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] si

3
planul z +y + z = 3
Solutie
I" este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu definitia tre-
buie parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura din planul
xQOy are parametrizarea:

o) = ty(t) = 5 —t, 1 € Bl} .
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21.

Calculam acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie ¥ portiunea
din planul x +y + 2z = 3 situatd in interiorul cubului (interiorul

hexagonului). Proiectia lui ¥ pe planul Oy este multimea

3

N =

D = {(x,y);

a carel arie este 1 O parametrizare (carteziand ) a suprafetei ¥ este

3
=5 v~y (zy) D

Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/(y2 — 2%)dx + (22 — 1) dy + (2* — y*)dz =
r

:—2/(x+y)dm/\dy+(y—i—z)dyAdz—i—(z—i—m)dzAdx:
b

9
= 72// 3dzdy = —6aria(D) = ——.
D 2

Fiea >0, b> 0, ¢> 0, si fie punctele A(a,0,0), B(0,b,0) si C(0,0,c).
Fie T reuniunea segmentelor [AB] U [BC| U [CA] (cu acest sens). S&

se calculeze /(z —y)dz + (x — 2)dy + (y — z)dz.
Solutie

Vom calcula integrala aplicAnd formula lui Stokes (lasdm ca exercitiu
calculul direct). Fie ¥ interiorul triunghiului ABC; obtinem:

/(z—y)da:+(x—z)dy+(y—x)dz:/2d:r/\dy+2dy/\dz—|—2dz/\dx.
r )

Proiectia lui ¥ pe planul Oy este interiorul triunghiului OAB, iar
parametrizarea carteziana este

Rezulta :

/F(zy)dx+(xz)dy+(yx)dz—2//OAB (§+g+1)d:1:dy:

= ab + bc + ca.
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S4 se calculeze circulatia campului de vectori V = E(E X T) pe curba
[ =T; UT, UT, unde: "

= {(z,y,2);22+3°>=1,2=0,2 >0,y > 0}

Iy = {(x,y,z);gf + 22 = l,x =0,y >0,z > 0}

Iy ={(2,y,2);2° + 22 =1,y =0,2 > 0,z > 0}.

Solutie

Vom aplica formula lui Stokes; pentru aceasta, calculdm mai intai
rotorul campului V:

— 1 — — 1
rotV = —rot(k x 7) — (k x 7)grad— =
r r

1 (~.. . — dk dr - T 2k
_r(kdlvr—rdlvk+m—cﬂ€>+(er)7£—T.

Fie suprafata ¥ = {(z,v,2);2%> +y* + 22 = 1,z > 0,5 > 0,z > 0};
evident, bordul lui ¥ este I". Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/ Vdr = / rotVndo,
r >

unde, @ = T este versorul normalei exterioare la 3. Pentru a calcula
integrala de suprafata, putem folosi atat parametrizarea carteziana cat

si coordonatele sferice; se obtine [ Vdr = 5
r

Fie (X,0%) o suprafata cu bord orientat, fie @ versorul normalei la 3
si fie ¢ un vector constant. Sa se demonstreze ca circulatia campului

vectorial V = (€7)T pe curba 93 este egald cu / ¢(Fxm)do.
)

Solutie
Aplicam formula lui Stokes:

/82(01“) dr = /Er0t<(c7“)7“) ndo =

:/E<(cr) rotr—rxgrad(cr))ndo:/z(cxr)ndo:/c(rxn)da.

2

Il

Fie (X, 0%) o suprafati cu bord orientat, fie @ versorul normalei la 3
si fie f si g doud functii de clasia C? pe o vecinitate a lui ¥. Si se
demonstreze relatiile:

/ f gradg dr = / ((gradf) X (gradg)) ndo.
% )
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[ 5w )aoe (5 oy ) oo (5205 ) =0

Solutie
Se aplica formula lui Stokes. Pentru prima egalitate:

/ feradgdr = / rot(f - (gradg)) - ndo =

ox b

= / (f -rot(grad g) — grad g x grad f> ndo =
)

_ /Z ((gradf) x (gradg)) Aido.

Pentru a doua egalitate, calculam rotorul:

({05 o) 0 (15 0y ) 3 (15 050 ) )0

deci circulatia este nulé (s-a folosit teorema de simetrie a lui Schwartz).

25. Fie (3,0%) o suprafatd cu bord orientat si fie @ versorul normalei la
suprafata X.
a. Daca f este o functie de clasa C! pe (0, 00), si se calculeze circulatia
campului vectorial V = f(r)7 pe curba 3.
b. Daca g este o functie de clasa C! pe o vecinitate a lui ¥ i € este un
vector constant, sa se demonstreze ca circulatia campului de vectori
W(z,y,z2) = g(z,y, z) € pe curba 9% este

/ ¢ (n x gradg)do.
b

Solutie

a. Aplicam formula lui Stokes; pentru aceasta, calculam

rotV = f(r)rot¥ — 7 x gradf(r) = - x

deci circulatia este nula.
b. Aplicam formula lui Stokes; calculand rotorul caimpului W, obtinem

rotW = —¢ x gradg,

ceea ce conduce la rezultatul cerut.
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26. Fie (X,0%) o suprafati cu bord orientat, fie f € C}(R), a € R si fie
V = (@gradf(r))T, unde, T este vectorul de pozitie. Si se demonstreze:

/ Vd?z/axrf/(r)ﬁda,
o)) x T

unde, 7 este versorul normalei la X.
Solutie
Se aplica formula lui Stokes:

/andr_/Zaxrf/(r)ndg_/zmt((a gradf(r))7) 7 do.

r

Calculam acum rotorul lui V; pentru aceasta, calculam mai intai:

S

gradf(r) = f'(r) gradr = f'(r)

Obtinem:

@) iy

il
"
I

rot ((agradf(r))7) = rot (
= @D 1) rotr — 7 x grad <(“r"°) f’(r))

_ _rx (f’(r) grad <(“ ’")> + (Ej) gradf’(r)> _

r

ceea ce Incheie demonstratia.

18.16 Functii olomorfe si teorema reziduurilor

1. S& se determine punctele in care functia f(z) = 22 + 22 — 22+ 22 — %
este olomorfa gi sa se calculeze derivata functiei in acele puncte.
Solutie. Daca z = x + iy, atunci f(z) = 22 + y? + = + iy(4x + 3), deci
P(z,y) = 2* +y* + x5 Q(z,y) = y(4z + 3).

Conditiile Cauchy-Riemann ne dau 2x + 1 = 4z + 3 §i 2y = —4y, deci
x = —1,y = 0. Agadar, functia f este olomorfa in z = —1.
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f(=1+h) = F(=1)

Derivata in z = —1 este f/(—1) = lim =
) h—0 ) h )
. h®>—h+hh—h . — h ) h
= jm n = —lHjim(hth—Tr) = —14 lim (w) =
R _ A2 _ |n
= —1, deoarece || = ‘Gr = iy = =|h| — 0, cdnd h — 0

2. Fie P(z,y) = e** cos2y + y*> — 2%, Si se determine functia olomorfs
f =P +iQ pe C astfel incat f(0) =

Solutie. Verificam ca functia P este armonica.

Aplicam conditiile Cauchy-Riemann si obtinem

g:$}:2e210032y—2x
0P _0Q 2% .

= 2e“*gin2y — 2
oy o sin 2y — 2y

Integram a doua ecuatie in raport cu z si obtinem Q(x,y) = €** sin 2y—
—2xy + ¢(y). Inlocuind apoi in a prima ecuatie avem ¢ (y) = 0, deci
c(y) = k. Atunci f(2) = e*® cos 2y +y? — 2% +i(e** sin 2y — 22y + k) =
= e**(cos 2y +isin2y) — (v +iy)? + ki = f(2) = e** — 22 + ki. Din
conditia din enunt obtinem constanta k : f(0) =1 = k = 0. Asadar,
f(z) = e?* — 22,

3. S4 se determine functia olomorfa f = P +iQ pe C, unde Q(z,y) =
=@’ —y?),peC
Solu;z'e Notam o = 22 — ¢
Avem =2z¢/(a), 3 —Q = —2y¢' (), deci (327? = 2¢/ () + 42%¢" (),
0
29 _ s (o) + 4y (a)
Cum @ este armonica rezulta ca AQ =0 = 812 + 2 ay

= 42 4 2) (@) = 0 = ¢(a) = 0 = ¢/(0) = ¢ = p(a) =
=ca+c; = Q(z,y) :c(:c2 —y2)+c1,c,cl cR

Din conditiile Cauchy-Riemann obtinem

or _0Q _
or Oy Y
or _ 0@ _ _, .
oy  Ox

Integrand a doua ecuatie si inlocuind in prima obtinem P(z,y) =
= —2cxy +k, deci f(z) = —2cxy + k +i(c(z? — 9?) + ¢1) =
= f(2) =ciz? +d,c,d € R
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1

4. S& se dezvolte in serie de puteri ale lui z functia f(z) = i o p

in urmatoarele domenii:

a) 2| < 1;

b) 1< |z < 2;

c)2< |z| <3

d) |z| > 3.

Solutie. Functia f are ca poli ridacinile ecuatiei 2> —622+112—6 = 0,
adica punctele z; = 1,20 = 2,23 = 3.

a) In cercul |z| < 1, functia f este olomorfa, deci dezvoltabila in serie
Taylor in acest domeniu.

)= oot = e — == T ey =
1 1

6 17%

In acest domeniu avem |z| < 1,

1 o1 "
=Y

n>0 n>0 n>0

2l <1,

2] < 1. Atunci f(2) =

b) In coroana circulara 2 < |z| < 3, functia f este dezvoltabila in serie
Laurent.

1,1 1,1 1.1
f(z):§'17%+§'17§_6'17

Wy

In domeniul 1 < [z| < 2 avem |3| < 1, |5| < 1,}%’ < 1, deci f(2) =
MR SR S
- 92z Zn 2 2n 6 3”
n>0 n>0 n>0

f(z):;iz'l,ll_%'l,lz_%'l,l
In domeniul 2 < [z| < 3 avem || < 1,|2| < 1,|%| <1

1 1 2n 1 2"
Atunci f(2) = & ——727_727

+1
nzoz" anozn 6n203”

A f)=g Tr—t rte o

T 2 : 3
1-2 1-2 1-2

ol

In acest domeniu |%| <1, }%| <1, %| <1

, R i N g,
Atunci f(z) = 272271 - 2227 + 22200

n>0 n>0 n>0
5. Sa se calculeze reziduul functiei f(z) = ﬁ in punctul z = 0.
Solutie. Avem sinz = — Z3—T =+ %? — ... = zsinz? =
“(5 g3 )=r (5 g )=
= f(2) —
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Exista o serie de puteri Zanz" astfel Incat <1 - 23—4,1 + g—? - .. > .
n>0
(ap+arz+az>+..)=1=a9=1,a0-0+a1-1=0,a0-0+ay -
0+ay-1=0=a2=0
Atunci f(z Zanz — + — + 2 +az+ ..., deci Rez(f,0) =
n>0
= ag = 0
< : 1
6. Sa se calculeze integrala f|272i‘:1 mdz.

Solutie. f|272i|:1 z2l+4dz = f\z 2%i|=1 z— 21dz f\z72i|:1 ££?i7 unde
f(2)1=

=zt
Aplicam formula mte rala a lui Cauchy §i obtinem :

f(z) _ . N 1
f(21) 2771 |z—2i|=1 z— 21 fz 2i|=1 2—2i — 27Uf(21) = 2ri - 4 %

7. Sa se calculeze integrala f| = e fmzdz r > 0.
Solutie. Conform teoremei lui Cauchy rezulta ca lel , el S‘;‘Zdz =0
8. Sa se calculeze integrala f| =2 tf—zzdz.

Solutie. Functia f(z) = tgz are ca poli radacinile ecuatiei 22 cos z = 0,
adica z = 0,2kr + 5,k € Z In interiorul cercului |z| = 2 se afla polii

simpli 0, 5, —5.
t
Calculam Rez(f,0) = limz - g; =1
z—0 z
t —ct 4
Rez(f, %) = lim (z—z)-g—;:limv-iz:——2
23 2 z v—0 (v + E) us

Rez(f, _%) = _%
Din teorema reziduurilor obtinem :
Jojmo 5 dz = 2mi (Rez(f,0) + Rez(f, §) + Rez(f, —§)) = 27i (1 - )

9. Sa se calculeze integrala f| dz,r > 0,r #1,r # 2.

zl=r (z— 1)(2 2)

Solutie. ) Daca 0 < r < 1, aplicam teorema lui Cauchy si obtinem
fH =r (z—i)(z— 2)d2—0

2) Daca 1 <r <2, aplicém formula integrala a lui Cauchy.
f\z\:r (zfi()e(z Q)dz = f|z|—r z— 1dZ = f\ z|=r z(zl)dz unde f( ) —2
Atunci f s=r 1G) gy = 2mif(i) = 27711%

z—i 2

3) Daca r > 2, aplicdm teorema reziduurilor.

Punctele i si 2 sunt poli simpli.
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z

Calculam Rez(f,1) = llgl(z —1i) (z — i)e(z —2) Tio2
e” e?
Rez(f,2) —lg(Z*Q)(Z_i)(Z_Q) T2 i

2 i .2
Atunci ‘fl |=r { mdz = 27Tl< + 29 i) = el S
Sa se calculeze integrala fIZI—T = Zdz r>0,r#1.
1
Solutie. Functia f(z) = {7 are in z = 1 pol simplu §i in z = 0
singularitate esentiala.
1
ez
1) = lim(z — 1) - =
Ree(f,1) = lim (= 1) = =
Pentru 0 < |z| < 1 avem f(z) = (1+ﬁ+%+...+nén +...)
(A4+z+224+...+2"+..) = Rez(f,0)=Z+ 5 +...+ L +...=

= e — 1(coeficientul lui 1)

Daca 0 <r <1, [ e g, — 27iRez(f,0) = 2mi(e — 1)

z|—r 1—z

Daca r > 1, f et dz = 2mi(Rez(f,0) + Rez(f,1)) = —2~i

|z|=r 1—2
3t
S& se calculeze integrala [ =3t
Solutie. Facem schimbarea z = e’ si integrala devine I . ;Tﬂs Sdt =
z3+z73 N
_ d _ 1 5+1
- f|z|:1 2z+l ’ Tzzdz -2 f\z\:1 23(252—5z+2)dz
5—4—5=
Polii functiei f(z) = z3(2zz267—+51z+2) sunt 0,2,% si doar 0, pol triplu si
%, pol simplu, sunt in interiorul cercului |z| = 1. Aplicand teorema
reziduurilor obtinem f‘ =1 mdz = 2mi(Rez(f,0) + Rez(f,2))
1
o 1y 3 n_ =
Calculam Rez(f,0) = 2212%[2 f(2)] 5

1 1426
Rez(f,3) = lim <z - 2) f(z) = 7#

z—1
: cos 3t . s (1 _ 1426
Deci [” x Fedoostdt = 2mi (2 3‘22)

S& se calculeze integrala [; ﬁdm

2

Solutie. lim % - (1:372)3 = 1 pentru @ = 4 > 1, deci integrala
T
fooo a + );dx este convergenta.

. 2 o . 2 2
Functia f(z) = (Hf:T)?’ este pard, deci [;° (lfT)g,dx = %ffooo (H?T)?ﬂm
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Fie f(z) = (1+22)3,z € C\ { i} olomorfa
=+i sunt poli de ordinul 3
Fie r > 1si I'; = [-7r,7] U, unde 7, = re'’ ¢ € [0, ]

Aplicdm teorema reziduurilor gi obtinem fFr f(2)dz = 2miRez(f,1)

2 " .
N 17: 3 z - 1
Rez(f, l) = fhnll |:(Z - l) <(1_'_22)3):| = —E
Deci [;. f(2)dz = §
Dar § = fFT z)dz = [", ﬁdm + f% f(z)dz. In aceastd relatie

trecem la limita cand 7 — oo gi obtinem g = foo (H_xg)s dx, deoarece

2
71320 . f(2)dz = 0 cf. lemei lui Jordan (Zlbrglozf(z) = zl;ngoz~m =
=0). Asadar, [* ﬁdm ==

18.17 Spatii metrice. Principiul contractiei

1. Si se demonstreze ca urmitoarele aplicatii sunt distante pe R?, echiva-
lente cu distanta euclidiana :
a. di((z1,91), (z2,y2)) = |21 — 22| + Y1 — v2l.
b. deo((71,91), (22, y2)) = max{|z1 — 22, [y1 — yal}.
Solutie
Se verifica direct definitia distantei. Fie dy distanta euclidiana pe R?
si fie (z,y) € R?; din inegalitatile:

Vel +y? < x|+ Jy| < V2 (=2 + |y[?),

1
5 (2l +1yl) < maxilzl], [yl} < |2[ + ]y,

rezulta :

da((21,91), (w2, 92)) < dil(21,91), (w2, 92)) < V2 da((21,91), (22,72))

si respectiv
1
§d1((x1,y1)7(932,y2)) < doo((71, 1), (22,92)) < di((z1, 1), (T2,92))-

2. Sa se caracterizeze girurile convergente si sirurile Cauchy intr-un spatiu
metric discret. Sa se demonstreze ca orice spatiu metric discret este
complet.

Solutie
Fie (X, d) un spatiu metric discret si fie z,, un sir in X; fie 0 <e < 1.
Daca x, — a, atunci existdi n. € N astfel incat
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d(zn,a) < € < 1,Vn > ng, deci d(z,,a) = 0,Yn > ng; rezultd ci
girul x, este constant (incepand de la un rang). Un rationament
similar se aplica si in cazul girurilor Cauchy.

Pe multimea numerelor rationale, ), consideram distanta uzuala (in-

dusd din R), d(z,y) = |x — y|. S& se demonstreze ca spatiul metric
(Q, d) nu este complet.
Solutie

Fie sirul de numere rationale z,, = (1 + %)n Se gtie ca in R girul z,
este convergent la e € R\ Q. Rezulta ci z,, este gir Cauchy in R, deci
si in Q; daca x, ar fi convergent in @), atunci in R ar avea doua limite,
ceea ce constituie o contradictie.

Fie a,b € R,a < b.
a. Sa se demonstreze ca

di(f,9) = /If z)|dx

este distantd pe multimea functiilor continue Cla, b].

b. S& se demonstreze ca orice sir f,, € C([a,b]) convergent in raport cu
distanta d, este convergent si in raport cu distanta dy, dar reciproca
este falsa.

Solutie

a. Se verifica direct definitia (se folosesc proprietatile modulului si ale
integralei).

b. Fie fp, f € C([a,b]) astfel incat doo(frn, f) — 0. Atunci:

dy(f ) /Ifn (2)|dz < (b—a) - doo(far f) = 0

Pentru a aréta ci reciproca este falsa, fie girul f,,(z) = Tt
n
Atunci f, — 0 in raport cu distanta dy, dar nu converge in raport cu

doo-
a. Sa se demonstreze ca aplicatia
d:Rx R~ [0,00),d(z,y) = |arctgx — arctgy|,Vz,y € R,

este distanta pe R.
b. Spatiul metric (R, d) nu este complet.
Solutie
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a. Functia arctg este injectiva, deci d(z,y) =0 z = y.
b. Sirul z,, = n este gir Cauchy in raport cu distanta d:

tg (2" -0
arc ,
S\1+nm
daca m,n — oo.

Presupunand, prin absurd, ca sirul x,, este convergent la a € R, atunci
d(xn,a) — 0; pe de alta parte:

d(xn, zm) = |arctgn — arctgm| =

d(xn,a) = |arctgn — arctgal =

n—a
arctg 15 na —

1
arctg <> ‘ #0,Va € R,
a
contradictie.
6. Sa se decida daca urmatoarele functii sunt contractii pe multimile

indicate:
a. f(z) =sinz, z € R.

b. f(z) =Inz, z € [e,0).
c. f(x) =arctga, x € R.

d fl)= L7 R
.f(x)—m,xe .
x
e. f(x):m,xe]{

Solutie.

a. Functia f(z) = sinz nu este contractie pe R.

Presupunand prin absurd ci ar exista k € (0,1) astfel incét
|sinx—siny| < k|z—yl, Yo,y € R, atunci, in particular pentru y = 0,
se obtine |sinz| < klz|,Vxr € R; de unde rezulta ca

. |sinz]
im

z—0 |$|
pe orice interval inchis care nu contine numere de forma kmw,Vk € Z
(pentru demonstratie se poate aplica teorema lui Lagrange).

b. Functia f(z) = Inz este contractie pe [e,00); din teorema lui La-

grange rezulta :

< k < 1, contradictie. Functia sinus este totusi contractie

1 1
Iz —lny| < <sup) o~y < Loyl e,y € R
c>e C €

c. Functia f(x) = arctgx nu este contractie pe R; fie, prin absurd,
k € (0,1) astfel incat |arctgx — arctgy| < k|z — y|, Va,y € R. In
particular pentru y = 0 rezulta |arctgz| < kl|z|,Yz € R si deci
. |arctg x|

lim

< k < 1, contradictie. Functia f(x) = arctgz este
z—0 |{L’|
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contractie pe orice interval I pentru care 0 nu este punct de acumulare,

deoarece, pe un astfel de interval are loc inegalitatea sup | f'(z)| < 1.
xel
d. Functia nu este contractie pe R; rationament similar cu exemplele

a gi ¢ de mai sus.
e. Functia este contractie pe R.

Si se aproximeze cu o eroare mai mica decat 1073 solutia reald a
ecuatiei 23 + 42 — 1 =0.

Solutie.

Ecuatia are o singurad solutie reald, £ € (0,1). Vom aplica metoda
aproximatiilor succesive. Fie X = [0,1] si f : X — X, f(z) = I21+4.
Ecuatia este echivalentd cu f(x) = z, iar spatiul metric X este com-
plet (cu metrica uzuald indusd din R); demonstram acum ci f este

contractie pe X. Derivata este f'(z) = ﬁ7 iar sup,cx |f/(z)| =

(1) = 2—25 < 1, deci f este contractie cu factorul factorul de contractie
k= % Sirul aproximatiilor succesive este

1 .
2 +4’

ro = 0,2p41 = f(zn) =

evaluarea erorii:

n— €l < jwg—m| = L. (2)
Tn 1—gPo-"=3"\35) -

deci £ = x3 = f (g2) = 0,2355072.

Aceeasi ecuatie se poate rezolva aproximativ si folosind contractia

g(x) = %(1 —a3),2 € [0,1]. In acest caz factorul de contractie este

k= sup |¢(x)|= T Metoda aproximatiilor succesive converge mult
z€(0,1)

mai Incet In acest caz, £ = xg.

Fie a,b,c € R; in ce conditii se poate aplica metoda aproximatiilor
succesive ecuatiei: x = asinx + bcosx + ¢ ?

Solutie

Fie f : R— R, f(z) = asinx 4+ bcosz + ¢. Functia f se poate scrie
sub forma:

Y b
f(fE) = a2 + b2 <\/012aW \/TW COS .Z')
=va®+b?sin(z + ¢) +c,

cu ¢ € R bine ales. Rezulta ca aplicatia f este contractie daca si numai
dacit vaZ + b2 < 1; daci aceastdl ipotezi este adevirats, atunci un sir

sinx + +c=
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al aproximatiilor succesive este (de exemplu) zg = 0, xpy1 = f(2n).
n

(\/ a’ + b2)

1—+Va?+b?

Eroarea la pasul n este cel mult b+ cl.
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